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Synopsis
On étudie une théorie du potentiel sur la sphère unité dans l’espace euclidien de q dimensions. 

Les fonctions propres de l’opérateur de Laplace-Beltrami pour la valeur propre 1-q jouent le 
rôle de fonctions harmoniques. Plusieurs théorèmes de la théorie classique du potentiel ont 
leurs analogues dans cette théorie, par exemple le théorème de représentation de Riesz, disant 
ici qu’une fonction sousharmonique s’écrit uniquement comme somme d’un potentiel sphérique 
d’une mesure positive et d’une fonction harmonique.

La fonction d’appui d’un corps convexe est sousharmonique sur la sphère unité, et on 
trouve que sa partie potentielle est le potentiel de la première mesure de surface du corps, et 
que sa partie harmonique est déterminée par le point de Steiner du corps. On aboutit à 
retrouver le théorème classique disant qu’un corps convexe est déterminé à une translation 
près par sa première mesure de surface, et ce qui est plus intéressant, on obtient une caractéri
sation des mesures qui peuvent être la première mesure de surface d’un corps convexe.
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Introduction

Il y a 30 ans, que A. I). Aleksandrov [1 | et indépendamment W. Fenchel 
et B. .1essen [7] ont introduit les mesures de surface d’un corps convexe. 
Depuis ce temps là L. Schwartz a créé la théorie des distributions, et il 
nous semble naturel d’en faire usage aux problèmes linéaires des corps 
convexes.

Un problème intéressant, posé dans [1], [7], est la caractérisation des 
mesures positives sur la sphère unité dans R(/, (pii peuvent être la mesure 
de surface p-ième pp(K) d’un corps convexe K dans R7. La mesure pp(K) 
est par définition la mesure de surface mixte p(K, ■ ■ - ,K,Eq, ■ • • ,Eq), où le 
corps K est pris p fois, et la boule unité Eq de R'' est prise q - 1 - p fois. 
Pour la définition voir [7] p. 21.

Le cas p 7 - 1 est résolu complètement dans [2], [7], tandis que la 
réponse pour p 1, • • - , q 2 est inconnue. Contrairement à la réponse du 
cas p = q - 1, où tous les mesures positives, satisfaisant à des conditions 
trivialement nécessaires, peuvent paraître comme mesures /<ç_i(A), c’est 
connu depuis longtemps que la classe des mesures //i(A) est beaucoup plus 
restrictive. Un des buts du présent travail est de donner une condition 
nécessaire et suffisante, pour qu’une mesure positive soit la première mesure 
de surface pi(K) d’un corps convexe K. Une condition suffisante mais non 
nécessaire est donnée par A. V. Pogorelov [16]. Pendant la rédaction finale 
du présent travail nous avons fait la connaisance de deux travaux de W. J. 
Firey [8], [9], dont le dernier contient essentiellement la même caractérisa
tion comme la nôtre, mais obtenue dans une manière complètement diffé
rente.

La mesure pi(K) dépend linéairement du corps convexe K dans R7, ou 
ce (pii est équivalent, linéairement de la fonction d’appui Iik de K:

h.K + L = hx + hL, pi(K+L) = pi(A) + pi(L),

hÀL = /<1(AA) = Â/d(A),

pour des corps convexes K, L et z è 0.
1*
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Ce fait indique, qu’on pourrait espérer de trouver un opérateur diffé
rentielle Iïq sur la sphère unité tel que

D'qllK = //î(A'), (1)

au sens de distribution pour tout corps convexe K. 
qu’en effet c’est le cas, el que

Nous allons démontrer,

oii zl* est l’opérateur de Laplace-Beltrami sur la sphère unité Dans le 
cas où A’ est suffisamment différentiable, la formule (1) s’écrit pour £ G Qq

i = 1

9

1* + G-1)M) Ai(0+- •

oil Ai(£),---, A !(^) sont les rayons de courbure principaux au point 
frontière grad hx(£) de K. La formule (3) est classique, et remonte à 
E. B. Christoffel pour l’espace ordinaire de trois dimensions.

11 est bien naturel de chercher la formule inverse de (1), c’est-à-dire 
trouver une fonction de Green gq de l’opérateur I)q. Nous sommes arrivés à 
démontrer l’existence d’une telle fonction — dans tout le suivant appelée le 
noyau sphérique - et à calculer gq explicitement, à cause d’une formule 
de récursion simple entre gq+2 et gq- En vertu de l’invariance de Dq par 
rapport au groupe 0(q) des rotations, le noyau sphérique

gq -.QqxQq -> R U { - 00 }

ne dépend que du produit scalaire £•?/ des vecteurs £, ?/g£?ç, et par consé
quent gq est considéré comme fonction sur l’intervalle [ - 1,1 j. Alors la for
mule inverse de (1 ) peut s’écrire pour £ G

o îi

Aâ(£) = \<<7«(£ ’ J/WiCA'X?/) + -V’(A) • £,
||w?-i|| .1

k ) = Agi \ri ) »
iMl.l

a.

(4)

(5)

valable pour tout corps convexe A dans R?. Ici a>q désigne la mesure de sur
face ordinaire sur £}q de masse totale ||coa||. Le point V’(A') de R" est appelé 
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le point de Steiner 118]. Pendant les dernières années ô*Q7v) a joué un rôle 
dans des diverses travaux, surtout par G. G. Shephard (cf. B. Grünbaum 
[10] p. 307).

Les formules (1) et (4) ressemblent au théorème de représentation de 
F. Riesz dans la théorie du potentiel classique, et en effet ils représentent un 
cas particulier d’un théorème complètement analogue à celui-là. Nous allons 
développer une «théorie du potentiel sphérique» qui admet ce «théorème 
de Riesz». Chez nous gq va jouer le rôle de r~Q + 2, et D* le rôle du laplacien. 
Beaucoup de résultats classiques possèdent des analogues dans cette théo
rie, citons par exemple le théorème dû à G. G. Evans et à F. Vasilesco 
(cf. [6] p. 49).

Dans le chapitre 1 nous allons réunir la notation et au convenance du 
lecteur donner quelques définitions et théorèmes, qui seront souvent utilisés. 
Dans le chapitre 2 nous allons utiliser la théorie des distributions sur la 
sphère unité , et notre outil le plus important sera le développement 
d’une distribution en série de fonctions sphériques. Une espèce de produit 
de convolution entre des fonctions sur l’intervalle [—1,1] et des distributions 
sur la sphère unité Qq nous permet de faire une régularisation des distribu
tions. Dans le chapitre 3 nous allons démontrer l’existence du noyau sphé
rique (fg, et donner quelques propriétés de gq, indispensables dans le cha
pitre 4, qui est consacré à la théorie du potentiel sphérique. Finalement 
dans le chapitre 5 nous retournons aux corps convexes et prouvons entre 
autres choses les formules (1) et (4), et la caractérisation promise.

Le présent travail a été commencé sur l’invitation de M. B. Jessen. Au 
cours de son élaboration, de fructueuses conversations avec lui m’ont bien 
souvent mis sur la voie. Qu’il veuille trouver ici l’expression de ma profonde 
reconnaissance.

Chapitre 1

CORPS CONVEXES. NOTATION ET RÉSUMÉ

Dans la suite nous allons considérer l’espace euclidien de g dimensions, 
noté R'ô et nous nous bornerons aux cas q è 2.

Deux ensembles vont jouer un rôle dominant:

Eg = {xeR®|||æ|| â 1}, la boule unité,
et

Qg = {.r e R5|||æ|| = 1}, la sphère unité.
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Quant à la théorie de la mesure, nous allons nous servir de la termino
logie du traité de N. Bourbaki [4]. On désigne par ^#(Ï2?) (resp. ^#+(Qq)) 
l’espaee des mesures de Radon (resp. mesures de Radon positives) sur Qq. 
L’espace ^(Qq) est le dual de ^(£??), qui est l’espace de Banach des fonc
tions continues f'.Qq -> R, muni de la norme de la convergence uniforme

\\f\\ = max {|/’(£)l I É e Æff}.

Dans la suite est toujours muni de la topologie vague. La mesure de
surface ordinaire sur Qq est notée a>q. Elle est invariante par rapport au 
groupe O(q) des rotations dans R'/, et elle a la masse totale

D'ailleurs elle est uniquement déterminée par ces deux conditions.
Pour une /z e .#+(ï2g) et un p e 11, oo] l’espace Støv(Qq,u) a le sens or

dinaire. Nous écrivons brièvement Jtøv(Qq) pour ^,p(Qq,a>q), et nous con
sidérons toujours comme un sous-espace de P^(_Q?), en vertu du
plongement canonique, qui à une fonction f e Jtø^Qq) attache la mesure

<p J

P

Un corps convexe K dans R'z sera un ensemble convexe compact non 
vide de R1?. L’ensemble tøq des corps convexes dans R'/ est muni d’une 
structure algébrique

K + L = {x + y|.r e K, y e L} e tøq, pour A’, L e tøq,

).K = {Àr|.r e A} e tøq, pour K e tøq, z è 0,

et muni d’une structure topologique, définie par la distance de Hausdorlï

D(K,L) = inf {e > 0 | A ç L + sEq,L ç A + eEq}.

Les deux opérations algébriques sont continues comme des applications
x -> tøq et [0, oo| x tøq tøq. De plus tøq est un espace localement 

compact et complet. D’après H. Minkowski on sait (pie les polyèdres et les 
corps convexes fisses forment deux ensembles partout denses dans tøq.

Précisons le mot lisse. Un corps convexe lisse A' E tøq sera pour nous 
un corps convexe de dimension q (i.e. d’intérieur non vide), dont la fron- 
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liere dK est une varieté différentiable de dimension q -1; pour tout £ e Qq 
l’hyperplan d’appui de K de normale extérieure £ rencontre K en un seul 
point øk(£), et l’application øa- sera un difféomorphisme Qq -+ dK.

Tout corps convexe Æ e tøq a un volume Va(Æ). D’après H. Minkowski 
il existe une application Vff: fé7® -> R, qui à q corps convexes Ki,---,Kq 
attache un nombre Vq(Ki, • • •, Kq), appelé le volume mixte de Ki,---,Kq. 
L’application Vq est multilinéaire et symétrique, et si tous les corps convexes 
AT, • • • ,Kq sont égaux à K, on a Vq(K, • • - = Vq(K). D’ailleurs il n’est
pas difficile de voir que ces trois propriétés déterminent l’application Lf/ 
uniquement. Concernant le volume mixte voir |3| p. 38.

Pour tout K g tëq on introduit la fonction d’appui hx- R7 -* R- donnée 
par la formule

/zÆ(.r) = sup (xy),
y e k

où x-y désigne le produit scalaire de x et y. Toute fonction d’appui hx 
vérifie

(a) hK(x + y) g ùÆ(.r) + 7jk(p) 
et

(b) = ÂAk(x), si Â è 0,

ce (pii montre que hx est convexe, et par conséquent continue. Inversement, 
toute fonction R^ -> R satisfaisant aux conditions (a) et (b) est la fonction 
d’appui d’un corps convexe et d’un seul.

Grâce à la condition (b), on ne perd pas de l’information en considérant 
la fonction d’appui seulement sur Qq, c’est-à-dire comme élément de l’espace 
de Banach ^(Qq). Il est bien connu que l’application fâq -> donnée
par K hx, possède les propriétés suivantes:

(i) K Ç= A si et seulement si hx â Al, pour K,L g ^q.

(ii) hx + x = hx + hx, h/_x = %-hx , pour K,L G ¥>q,k è 0.

(iii) D(K,L) = \\hx - hx\\ , pour K,LE%q.

(iv) /zconv(KUL) = max(AÆ,A£) , pour K,LEÏq.

On en déduit que l’ensemble des fonctions d’appui forme un cône convexe 
réticulé dans et que est un espace de Riesz, qui de plus
contient les fonctions constantes et sépare les points de Qq. D’après le 
théorème de Weierstrass-Stone, est partout dense dans
c’est-à-dire est un cône convexe total de Cette observation est 
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très utile, et peut servir à l’introduction des mesures de surface mixtes de 
q — 1 corps convexes dans R^. Pour nous il suffit de connaître la première 
mesure de surface //i(A) d’un corps convexe A, définie comme la mesure 
de surface mixte y(K,Eq,- • -,E9) de K, et de A’ç prise q — 2 fois. Otte mesure 
est caractérisée de la manière suivante:

PROPOSITION 1.1. Soit Ke cdq. Il existe une mesure positive /<i(A) sur 
£Iq et une seule telle que, pour tout corps convexe 7. E ¥> q

Démonstration: L’unicité résulte de la totalité du cône convexe des 
fonctions d’appui. Pour voir l’existence nous considérons l’application 
<5^ -> R, donnée par

Elle est linéaire et croissante à cause des propriétés du volume mixte. Cela 
entraîne que le prolongement par linéarité au sous-espace est une
forme linéaire positive. Un prolongement par continuité donne la mesure 
désirée. /

Dans la proposition suivante nous allons résumer les propriétés de la 
mesure /11(A). Elles se déduisent facilement de ce qui est connu sur le 
volume mixte (cf. P] §§ 5, 6).

PROPOSITION 1.2. (i) La mesure pi(K) est indépendante de translations 
de K, c est-à-dire pi(K + a) = /zi(A) pour a e R7.

(ii) La mesure //i(A) admet 0 pour barycentre, c’est-à-dire

hdpy(K)(^ = 0

-Qv

(iii) L’application //i : %q ^+(L2q) est linéaire et continue.
(iv) Sz A' est un corps convexe lisse, la mesure //i(A) possède une densité 

par rapport à la mesure ojq, plus précisément

où ■ • - , sont les rayons de courbure principaux au point frontière
gradAx(^) de K, où la normale extérieure est



Nr. 6 9

De plus pour un corps convexe lisse K, d’après [3] p. 62, on a

donc

x ’ d^h.K
Aqhn(£) = / 3 2 = ‘ ‘ + ^?-l(£),

dxi
i = 1

dqllK = (q -1)/Z1(Æ), (1)

où nous avons identifié la mesure et sa densité par rapport à (oq.

Chapitre 2

SUR LE DÉVELOPPEMENT D’UNE DISTRIBUTION EN SÉRIE 
DE FONCTIONS SPHÉRIQUES

§ 1. La théorie des distributions sur Qq

La sphère unité Qq est une variété différentiable de dimension ç — 1, 
possédant une base dénombrable d’ensembles ouverts. Selon [17] on peut 
introduire les espace vectoriels topologiques fondamentaux de la théorie 
des distributions, traditionellement notés 3), S>', <§, <o', sur une telle variété. 
La compacité de Qq entraîne que Q) = & et 3)' = ê'. L’espace vectoriel 
topologique Q) = Q){Qq} est l’ensemble C°°(X2ç) des fonctions indéfiniment 
dérivables £èq -> R muni d’une topologie convenable. Pour la définition de 
cette topologie et ses propriétés voir |17] §9; mentionnons seulement que 
£^(T2?) est un espace de Fréchet.

L’espace dual topologique 3>'(Qq) forme l’espace des distributions sur 
On le munit de la topologie faible de la dualité.

Dans la théorie des distributions de R'L on utilise fréquemment le produit 
de convolution, quand il s’agit d’approximer une fonction par une fonction 
indéfiniment dérivable. On pourrait croire, qu’on allait perdre ce procédé 
d’approximation ici, parce qu’il est lié à la structure de groupe de RL 11 
y a cependant dans ce cas simple un procédé, qui ressemble au produit 
de convolution, et qui nous donne des résultats ressemblants à ceux du cas 
classique RL

Soit (^f)fG]0.i[ une unité approchée dans l’algebre de Banach ^f1(RfQ 
telle que

(i) yE e C°°(R</),
(ii) w è 0, suppig {.r e R«| ||.r|| â g},
(iii) y»e(æ) = Y’g(y), si ||.r|| = |ly||,
(iv) J ^£(.r)d.r = 1.

R'/
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On définit yF : -Qç x Qq -> R par
00 

Z£(Éd/) = ||w<z-i||j VE(S - r)/)rq~xdr. 

o

En effet il suffiit de faire l’intégration sur l'intervalle [0,2], parce que si 
r è 2 et £,?/ E Qq, on a

||<F - 70/11 v |r — 11 è 1.

Ceci montre (pie yE e Cx(Qq x Ï2Ç). De plus on a

||£ — 7O?||2 = 1 + r2 — 2r(£-r/),

donc /f.(£,//) ne dépend que de £•//. Si £•>/ = /, nous écrivons

00

9?f(/) = <jpc(£ • r/) = %E($,if) = ||wQ-i|| I y>E(Ç ri/)rQ~ldr. (1)

o

DEFINITION: La famille (?’£)£g]o,i[ esl appelée une unité approchée de 
Qq, provenue de l'unité approchée (y>£)eE]o,i[ de ^RR'O par la formule (1).

PROPOSITION 2.1. L'unité approchée (cpF)F ejo.q de Qq possède les pro
priétés suivantes :

(i) Pour tout Ç E Qq la fonction >/ —> <pf(£ •>/) de Qq dans R est indéfiniment
dérivable. I)e meme <pE : | 1,1 ] -> R est indéfiniment dérivable.

(ii) (f£ è 0, supp^£ £ [(1 -e2)5,l].
(iii) Pour tout Ç E Qq on a

f <pe(£ • r/)(Aoç(>;) =

-Q,,
donc

i

(iv) f 9?t.(/)( 1 t2)'P<i-‘Pdt = 1.
-1

Démonstration: Remarquons à (ii) que si çq.(s ’ >/) > 0, il existe un r > 0 
tid que ||£ - 7-?/|| < e, d’où

1 + r2 - 2r(£ • 7/) < e2.

Cela entraîne d’une part (pie s •// è 0, d'autre part (pie 1 -(£-?/)2 < e2, 

parce (pie 1 + r2 2r(£-r/) a la valeur minimale 1 -(£-?;)2. En tout on a 
> (i
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La vérification de (iii) est facile:

et (iv) est une conséquence immédiate de (iii). /

DÉFINITION: Soit (<P£)e ejo.q line unité approchée de comme donnée 
ci-dessus. Pour F G 11 GJhQg), Te2\Q9), nous posons pour G

Ve

Ve

f(O = ,, 1 o \
IIe0« —ill J

r(ê) = -- --7W ■>/))• |CO?-li| >)

Alors (fe * X est une fonction Qq -> R appelée le produit de convolution de (pE 
et X, ou la régularisée de X.

Le principe de la régularisation dit que ç?e * X est indéfiniment dérivable 
et une bonne approximation à X.

Précisions ce principe par la proposition suivante.

PROPOSITION 2.2. Soit E un des espaces tS>(Qq), të(£}q), F£\Qq). Alors, 
pour toute F g E, ona<pe * F G Cx(Qq) Ç E et lim <pE * F = F dans l’espace E.

E —> 0

Démonstration: Si F G =2f1(ï2ï) on déduit que * F G C°°(ßff) à l’aide 
d’un théorème sur la dérivation sous le signe d’intégration.

(i) Soit E = ^(Qq). La démonstration ne se déroule pas, comme on 
pourrait le croire, par analogie avec la proposition correspondante de RL 
La cause en est qu’on ne peut pas changer les rôles de cpe et F comme dans 
le produit de convolution ordinaire. On se débrouille de la manière suivante. 
Prolongeons F à toute R« en posant

F(0) = 0, et F(.r) = F| ), si x 4= 0.k \l!æll/
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Alors Fe C,oc(R«\{(l}). Soit (w)f6]o,i[ * unité approchée de =^’1(R«) de la
quelle (<pf)e e]0 if provient. Pour le produit de convolution ordinaire

W * ^(-r) = j F\y)ip£(x - y)dy
R' R7

nous savons que :i F G G (R?) et lim yy. * F = F dans l’espace <f(R«\{()}), 
e ->o

i.e. chacune des dérivées partielles de yy. * F converge vers la dérivée partielle 
correspondante de F, uniformément sur tout compact de R"\{()}. Cela en
traîne lim y)e*F = F dans l’espace £^(£?ç). Calculons maintenant * F(£) 

£ -> o
pour un

= / - y)rfy =- f I J
R .rZ; \°

dœçO/)

1
) -1 F(W£(É ’ = Ç’f F(0,

d’après la formule (1).
(ii) Soit E = tø(Qq). Fin vertu de la formule

lF(£) - <Pe * F(ê)l â ,\(p£(^ ■ r/)\F(^) - F(y)\d(Oq(y),

-Q,

nous concluons à l’aide de la continuité uniforme de F que ç?e * F(f) -> F(£), 
uniformément sur Qq pour e -+ 0.

Par conséquent nous avons aussi lim ç?e * F = F dans JFdEq).
F -> 0

(iii) Soit FJ — ^F1(Qq). Grâce au théorème de Fubini, on a pour tout 
£ e ]0,lI

IK* Flli â ||F||i.

Pour ô > 0 donné on choisit G G ^(Qq) telle que ||F ~G||i < 3 ô.
Donc

||F - (f>e * F||i 3 ö + ||G - (f)t. * G||i < ô,

dès que e est suffisamment petit. /
De cette proposition résulte que est partout dense dans ^(Qq),

ce qui nous permet de considérer les mesures .'#(£?</) comme un sous-espace 



Nr. 6 13

des distributions Q>\L2q). Par conséquent on a les plongements
Ç c <^'(&?). Une fonction f g =Z?1(X5) s’identifie avec la distribu
tion ,

7 J Æ£)7(£)rfct>?(£)-
-Q,,

On remarque que les trois définitions de la régularisée sont compatibles 
avec ces plongements.

Une distribution T E est dite positive, si pour toute 99 G
99 è 0, on a I'Dp) è 0.

PROPOSITION 2.3. Après le plongeaient il y a identité
entre les mesures positives ^+(Qq) et les distributions positives &+(Qq).

Démonstration: Trivialement ^+(Ï2S) <= &+(Qq). Inversement, soient T 
une distribution positive, (p E S’(Qq). Puisque

- IMI è(pè Itøll,
on a

- ||9?||T(1) g T(cp) ||^|j7’(l),
donc

iîxçoi itøiini)-

Il en découle que 7 est continue sur muni de la topologie induite par
celle de ^(X?). Alors T se prolonge uniquement par continuité en une 
mesure sur Qq, encore notée T, et T est une mesure positive, car si 9? e

(p è 0, on a
<pe * <p e 9?e 99 è 0,

donc
r(9?e * 99) è 0.

Faisons e -> 0, d’après la proposition 2.2 <pE* <p -> <p dans l’espace
d’où

T(99£ * 99) -> 7(99),
et par suite

7(99) > 0. /

Nous allons utiliser le produit tensoriel de distributions. Pour les détails 
voir [17] théorèmes 9, 10; citons seulement la proposition suivante.

PROPOSITION 2.4. Soient S,T E ^'(Qq), tp e C'(^qx Qqy Les applica
tions Ç 1—> T((p(l; prf)) et Tp—± S((p(jLr/y) sont indéfinement dérivables sur Qq. 
De plus 71
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S(7W,//))) = 7’(S(<X^))). (2)
£ q rl £

Celte formule détermine une distribution sur fdqxQq, appelée le produit ten- 
soriel de S et T, et elle est notée S x 7’.

Voici un autre exemple du principe de la régularisation:

PROPOSITION 2.5. Soit Te @'(Qq). Alors (pE * 7’G Cœ(ï2ç), et lim q£ * 7’ 
= T dans A^'(Qq), i.e. faiblement au sens des distributions.

Démonstration : La proposition 2.4 montre que ç?£ * T g La fonc
tion £ —> 1 est une distribution, et une application de la formule (2) au 
produit tensoriel 1 x 7’ et à la fonction (£.7?) 1(pe(^ où y g
donne

f = 7'lJ 11 v \ J
Q O--q

d’où
f<p(£M * = T(ç>e *9?0/)).

J 7/
D.,

Si nous interprétons ç?£ * T comme distribution, nous venons de voir que

Ç’g * T(ç>) = 7,(ç9£ * 99).

Si e -> 0, il résulte de la proposition 2.2 que

ç?£ * T(<p ) -> T(ç>),

valable pour toute <p G &(Qq). /

§2. L’opérateur A*q de Laplace-Beltrami sur Dq

Dans le suivant J* désigne l’opérateur de Laplace-Beltrami sur Qq (cf. 
[11] p. 387), et Aq désigne le laplacien ordinaire dans q variables. Résumons 
quelques faits, nécessaires pour ce qui suit.

PROPOSITION 2.6. Si i’GR,;\{()}, on pose x = rl;, où r = ||æ|| g ](), oo[ 
et H = x/||æ|| G Qq. Alors on a

d2 q - 1 d 1
— + + A .
dr2 r dr r2 q (3)

Sz ugLJç, on pose = {p E Qq\ a ■ 1] = ()}, et on obtient la description 
paramétrique suivante de Qq\{a, — a}:
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£ = + (1 - f2)h], où / g ]-l,l [,7 g Pç_i.

Alors on a (si q è 3)
... d2 d 1 ...

zL’ = (1 - Z2)------(«-I)/ +------- J* (4)9 7d/2 ' dt 1 - /2 9 1

Pour toutes ep,ip G C2(Qq), on a

J<X£)dç>(ê)cfco?(£) = (5)

-Q7 -Q.,

Pour tout A G ()(q) et toute cp G C2(£??), on a

Aç(ç)oA) = (Aç»oA. (6)

Démonstration: Les formules (3), (4) résultent de l’expression dans des 
coordonnées locales de A'q (cf. [15] p. 38), et (5), (6) sont des cas particuliers 
d’un théorème général sur les variétés de Riemann (cf. [11 ] p. 387). Nous 
allons obtenir (5) comme corrollaire du théorème 4.3. /

Soit h K la fonction d'appui d’un corps convexe lisse K. Puisque pour 
r > 0, £ G

hK(r^) = rhK(£),
la formule (3) donne

7 - 1 1 x
A ç7? «•(>£) = - Ùk(^) + - A.

r ' r
Si r = 1, on a

de7?,<(£) = {dg + (7 - 1 )}h«■(£), pour £gï2ç. (7)

D'après (1) chapitre 1 nous avons

I 1 -■ IZl9 + 1 \hK = //!(/<). (8)
h -1 I

Pour des raisons de commodité nous posons

/>* - -L-J* + !, (9)
7 — 1

donc, pour tout corps convexe lisse K, on a

DqllK = 71(A). (10)
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L’opérateur ZP’ est une application linéaire continue -+ @(Qq).
La continuité résulte des faits que d* applique un ensemble borné de 
sur un ensemble borné, et que ZZ(-Qç) est un espace de Fréchet et par consé
quent bornologique. L’application tA'q', transposée de Aq , est alors une ap
plication linéaire continue S>'(Qq) -> ^'(Ï2Ç), donnée par

Ldç7’(y?) = T(Aqip), pour des T E @'(&q), ip G CZ(L?ç).

Pour une 9? G ^(Ï2Q) considérée comme distribution, on a pour toute i/> G 3>(£>q)

'^'qV/VA = <p(A'qV) (p($)Aqy(Ç)da)q(Ç) ïq<P(VA-

Donc, [’application {Aq est une extension de Aj de à £^>\Qq). Dorénavant 
nous considérons toujours Vopérateur de Laplace-Beltrami Aq comme un opéra
teur dans l’espace ^'(£2q). Ces observations sont valables aussi pour l’opérateur

Aq + 1. Remarquons de plus (pie (5), (6) subsistent encore, si

est remplacé par D'q.

§3. Le produit de convolution

La fonction régularisée ç?£ * A de § 1 est un produit de convolution. Dans 
ce paragraphe nous allons considérer des produits de convolution F * (i 
plus généraux. Sur l’intervalle [- 1,1] nous considérons la mesure 
(1 — /2)i<e-3) dt, (] Z 2, (pii donne les espaces

^P([- 1,1],(1 - /2)2«7-3)rfQ 1,1],7)

pour p G |1, 00]. Nous posons R = R U {-00,00}.

PROPOSITION 2.7. Soit /’: [-1,1] -> R une /'onction borélienne apparte
nant à ^?1(| - 1,1 ],(/), et soil £ un point de Qq. Alors la /'onction /'(£■ ): 
Qq -+ R donnée par rjf(J; • r/) est borélienne et appartient à ^C1(Qq). De

1 \f(£ ■ ^(^(>1) = V(O(1 
,w«-i ;

<?., -1

et l’application Qq -+ donnée par Ç *--> /'(£■ ) est continue.
Démonstration: L’application 7 --*/(£’z/) est trivialement borélienne.

Alors

plus

/2)U«-3) ({p
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i

1 • •
\\f(f-,!)],Jm^i) - \ - Oi“~3) dl <

_q7 -1

d’où /'(£• ) g et on voit que la formule donnée est valable. La
continuité de l’application £ i f(Ç- ) se déduit ainsi: Soit e > 0. On choisit 
une g G ^([0,11) telle que

1

IK-ill \ 1/(0 -.9(01(1 - dl <

-1
Alors

)l|i < h + ltø(£’ ) - <7(C-)lli < £>

dès que £ est suffisamment voisin à £, en vertu de la continuité uniforme 
de g. I

DÉFINITION DU PRODUIT DE CONVOLUTION. Soient finie fonction 
borélienne de 1, l],r/), g g ^(Qq). Nous posons

f* = h 1 h

Si F G ^f1(Qq) nous avons identifié F et la mesure Fdatq, et nous écrivons 
simplement f * F au lieu de f * Fda>q, i.e.

1 C/ * F(O ■-= H H \f(£ • v)P(v)d(oq(r]).

Soient (p G C°°( [ — 1, 1 ]), T e &(ßq); nous posons

<P * 7’(£) = .------ - 7’(ç?G* i;)).

PROPOSITION 2.8. Par la notation ci-dessus f* g est définie (oq-presque 
partout et appartient à et (p*T appartient à C°°(ß(?).

Démonstration: L’application (£,r/) ► f(£’g) est trivialement borélienne.
Grâce au théorème de Fubini on a

Mat.Fys.Medd.Dan.Vid.Selsk. 37, no. 6.
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!/'(£• * l/d(b/) = y/K'
ß, x ß„ b, b,

i i/ • / éi \ / •
= llw«-ill\( \ l/COK1 - M/^IO/) = ll°>?-ill IH\ l/'COK1 - t2y{9~3) <n < °o,

eJ \ v •
ß, -1

d’où /'(£ • //) E (Qg x Î2q, Mq x |/z[), ce qui entraîne l’assertion. Que 
ç? * Te Cœ(£)q), résulte de la proposition 2.4. /

PROPOSITION 2.9. Soient f une fonction borélienne z/e =2f1([—1, 1 ], </), 
F E ££(^q). Alors f* F est partout définie, et elle est continue.

Démonstration: Pour tout £ e on a
i

-...  S l|F|l.\lf(OI(l - Z2)’“"3’dt < «,
II"?-111,1 ' ?

ß„ -1

et par conséquent f * F est partout définie. La continuité résulte de la pro
position 2.7, parce que

i/-»Hf)-/'»F(c)i s 1-l|F|l“-ii/-(f- )-/■«• )n,. /
llcoa-ili

Qu’on remarque que la proposition subsiste encore, si /' est une fonction 
borélienne de ^a([- 1, 1 ],g), et F e où 1 S a, 0 å oo; a-1 + /F1 = 1.

§ 4. Développements en séries de polynômes de Legendre dans q dimensions, 
et de fonctions sphériques

Un exposé court et élégant de la théorie des fonctions sphériques et des 
polynômes de Legendre dans q dimensions se trouve dans [15]. Nous allons 
en utiliser la notation et les théorèmes.

Une fonction sphérique d’ordre n dans q dimensions est par définition 
un polynôme homogène harmonique de degré n à q variables x*i, 
On la considère comme fonction sur Qq. L’ensemble des fonctions sphériques 
d’ordre n et la fonction £ i-> 0 forment un espace vectoriel de dimension 
finie de fonctions -> R. Il est noté lln, et sa dimension est notée Ar(z/,/i) 
(cf. [15] p. 2—4). Les espaces Hn, n = 0,1,- • -, sont orthogonaux entre eux 
dans l’espace de Hilbert AF2(f2q), et leur somme hilbertienne est égale à
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J^2(£?ç). Si Si, i = 1, •• - , A7(g,zi) forment une base orthonormale de Hn, la 
fonction

Fn(Ç,riï = S Si(f)Si(ï;)
i = i

ne dépend pas de la base choisie; elle est appelée le noyau réproductif de 
l’espace Hn. Son importance est la suivante: Si /’e =2^2(ï2ff), et si fn est la 
projection de f sur Hn, alors f = 2» = o A dans l’espace et fn se
calcule P

fn(£) = J Fn(^,r/)f(Tl)dMg(Ti).

La série 2n = o /« esl appelée le développement de /' en série de fonctions 
sphériques. Avant d’étendre ce développement aux distributions, il nous 
faut connaître le noyau réproductif Fn.

Les polynômes de Legendre dans g dimensions seront notés pn{q,t)\ 
ils sont des polynômes de degré n = 0,1, •• • dans le variable / caractérisés 
par les conditions

i i
[pn(g,/)pm(g,/)(l - t2y{9~3) dt = 0 si n + m, |

pw(g,l) = 1 pour n = (),!,•■ •.

De plus on a (cf. [15] p. 15)
i

-1
|wç-i|| jV(g,n)

(12)

Ils sont aussi appelés les polynômes ultrasphériques. Si q = 3 on obtient 
les polynômes classiques de Legendre, et on sait que pw(2,f) = cos (n Arc- 
cos/) pour l e [-1,1] sont les polynômes de Cebycev.

De la formule (11) on tire

po(q,t) = L pi(q.t) = t,

q 1 g + 2 3 ,(13)
p2(g,/) = /2- Ps(q,t) = - F - - t-

g — 1 g— 1 Q ~1 g — 1

D’après (11), (12) le système

n = 0,1,* • - ,

est une base orthonormale dans l’espace de HilLert =5f2([-1,1 ],g).
2*
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A une fonction f G ^f1([ 1, 1 ],g) on attache la série

\\N(q,n) 
anpn{q,t}, (14)

Wçll

OÙ
1 

an = j/(o?«(//,o(i - /2r(?_3)</t

-1

appelée le développement de f en série de polynômes de Legendre dans g dimen
sions.

Le noyau réproductif' Fn a une liason étroite avec pn(q,t). Puisqu’il est 
très important, nous citons ce résultat.

THÉORÈME 2.10. (Le théorème d’addition de G. Herglotz.) Le noyau 
réproductif Fn de l’espace Hn des fonctions sphériques d’ordre n est donné par

\(q, n)
y) - —--- -  pn(q,£ ■ rf).

!|COç||

Pour la démonstration voir [15] p. 9. 11 est important de remarquer 
qu’il en découle:

Pour un y G Qq fixé, l’application f i—> pn(q,£'y) est une fonction sphé
rique d’ordre n.

Citons aussi :

THÉORÈME 2.11. (P. Funk, F. Hecke.) Soient f une fonction borélienne 
de [ - 1, 1 |, q) el S G Hn . Alors

j /'(s •/î)‘S(/?)dœî(/?) = LS(£),

où
1

Â = ||w?-i|| J /'(/)pn(ç,/)(1 - t2ÿ-{q~3) dt.

-1

Le théorème est démontré dans [15] p. 18, mais sous la condition /' 
continue. Cependant, une revue de la démonstration montre qu’on utilise 
essentiellement les conditions ci-dessus, et la proposition 2.7.

À une F g £Fx(Qq) on attache la série

n = 0
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(1.5)
où

Sn($) Pn(<], ) * E(£),

distribution T g ^'(Ï2Ç) on attache la sérieet à une

T (16)
où

on a

T

Alors <p*T a le développement

T<p *

Les séries sont appelées les développements en séries de fonctions sphériques. 
D’après 2.10 Sn est zéro ou une fonction sphérique d’ordre n. Les deux 

définitions sont compatibles avec le plongement Ç Q)'(Qq).
Le théorème suivant montre que le produit de convolution est important 

en relation avec les développements.

THEOREME 2.12. (i) Soit f une fonction borélienne de =2?1([-1,1], ç)» 
et posons F(Ef) = f(a-lp) pour un a G . (I)onc E G =5f1(ß?).) Pour les dévelop- 
pemen ts 

(ii) Soient ç? g Cx(|-l,l]) cf T G ^'(Ï2Ç) avec les développements

00

' S sn.
n = 0

Pn(q, ) * 7’(É).

00

2 anSn.
n = 0

(iii) Soient f une fonction borélienne de =2?1([-1, 1 ],ç) et p G^(Qq) avec 
les développements
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□O

<~2
n — O

c^_i||A(g,/i) .
- anpn{q,t) 

||<M
et p 2, Sn- 

n = O

Alors /' * fi a le développement
OO

f * f t dn Sn ■
n = O

Démonstration: (i) Nous avons

N(q,ri) \Sn(£) = .. .. \ Pn(q,£ ■ q)K(i-q)da>Q(7])
IWI rj

1

pn(g,a-£)----------— ----------  /(f)pn(g,/)(l - /2)- <7/

-1

||œç-i||iV(f/,n)
(inpn(q,a • ?)•

IKII

Nous nous sommes servis du fait que pour un £ fixe, l’application q i—► 
pn(q,£’q) est une fonction sphérique, et ensuite nous avons utilisé le théorème 
2.11.

(ii) La valeur en £ g 72ç du terme n-ième du développement de q> * 7’est

Il 1 t
||co?j| <r

N(q,n)C N(q,n) 1*
-77- h * 7’('/>W*7) = IHI —Apd(q^ - q) ^(^(q-^W^Cq)

||«M ,1 l|cM llw<z_lll ,1 ”
a, D,

N(q,n) h* I
F- ii I XfpCq-^PnCq.^q^dM^qY

D„

T{ \\(Oa-A(lnDn((l,^-O) (• = anSw(£),

en vertu de la proposition 2.4 et le théorème 2.11.
(iii) La démonstration de (iii) est égale à celle de (ii), excepté que le 

«théorème de Fubini» 2.4 est remplacé par le théorème de Fubini propre
ment dit.

COROLLAIRE 2.13. (i) Sz deux distributions 1\, Tz g ont le même
développement en série de fonctions sphériques, on a Ti = 7’2.

(ii) Si deux fonctions boréliennes f\, fz de ^?1([ 1,1],g) ont le même 
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développement en série de polynômes de Legendre dans q dimensions, on a 
fi = fi dans =2?1([ -1,1], g), donc /i = fz presque partout.

Démonstration: (i) Dans ce cas la distribution 7’ = 7'i — 7’2 a le dévelop
pement Soit (ç,e)ee]o,ir une unité approchée de Qq, alors <pe*T
g C°°(£?ç), et d’après le théorème précédent yE * T a également le développe
ment N”=o(). Cependant, nous savons qu’une fonction de =25’2(ß9) est 0 
presque partout si son développement est 2n = o^- Par conséquent * T = 0, 
ce qui entraîne T = 0, parce que limf^0 g£* T = T dans

(ii) Choisissons a e Qq, et posons F(£) = f^a-tf), où /' = /i -fi. D’après 
le théorème précédent Fa le développement = donc d’après (i) F = 0 
wç-presque partout, ce qui entraîne /i = fz dans =2?1(| - 1,1 ], g). /

Soit Sn une fonction sphérique d’ordre n dans g dimensions. Alors pour 
z > 0, £ g Qq on a

Sn(Âê) =

De plus on sait que AqSn = 0. D’après 2.6 formule (3) il résulte que

. (n - 1 ) (zz + q - 1 )- - n(n + <!~ 2)S.(f), 1---------- ’±- H ’ S„(S)- (17)
g - 1

En particulier
(n-l)(n + g-l)

l)'qpn{q,^ ■ - -------------------------------- pn(g,^-g). (18)
V g - 1

THEOREME 2.14. Soit avec le développement T ~ 2n = o*^«
en série de fonctions sphériques. Alors la distribution DqT a le développement

00

J -
n = 0

(n ~ l)(n + g-JJ
7-1

■JJI

Démonstration : On calcule

N(q,n) A, .//^(g.H/))

7

7’(7J*pn(g,£-g))
n >1ll*M

ce qui montre l’assertion. /
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Puisque

Nr. ß

(n - l)(n + 9 - O = 0
7-1

équivaut à n = 1 lorsque n è 0, on conclut:

COROLLAIRE 2.15. Le noyau de l'opérateur l)q: Sd(Qq) -> est
Hi,i.e. l'ensemble des fonctions {£ i—> o-£|rz E R'?}.

Chapitre 3

LE NOYAU SPHÉRIQUE gq
§ 1. L’existence du noyau sphérique gq

Soit K e tøq un corps convexe lisse. D’après (10) chapitre 2, nous savons 
que pour un f e Qq

J)qhK(& = -q (O- (1)
7 - 1

Nous cherchons une fonction borélienne gq de 1,1 (,7) telle que

Supposons qu’elle existe, et posons

n = 0
00

n = 0
.7«

||œç-i>V(7,7f) 

ll«M
anpn(q, t).

Selon (1) et le théorème 2.14 nous avons

Ri • • • + 7V«-i
7 - 1

•So -

00

- l)(n 4 7 - l)s 
2. 7-1
n = 2

n = 2

anSn.

et par conséquent en vertu du théorème 2.12
00
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Pour la réalisation de (2) il faut avoir

t/o = 1, a»
<1 - 1

(n - l)(/i + q - 1)
si n 2. et Si = 0,

tandis que ai puisse être arbitraire. La condition Si = 0 dit exactement

pour tout £ G £?ç, donc le point de Steiner de A' doit remplir l’équation

3^(A) = - - \r/hK(q)da>q(q) = 0.
IRM J

On peut toujours obtenir 5^(A) = 0 par une translation convenable de K.
Si on choisit ai = 0, on est conduit au développement suivant de f/9:

11 <*>q ! I
(q - l)N(q,n)

(n - V)(n + q - 1)P (3)

Par avance on ne peut pas savoir si le développement (3) provient d’une 
fonction G «S71([—1,1 ], g). Qu’en effet c’est le cas, va être démontré dans 
le théorème 3.3. Si nous présumons ce résultat, nous avons la proposition 
provisoire :

PROPOSITION 3.1.
Alors

Soit K g un corps convexe lisse tel que S^(K) = 0.

7 - 1

• + Aff -1
ont le meme 

- 1
développement en série de fonctions sphériques, et par conséquent ils sont 
égaux coÿ-presque partout (2.13). De plus tous les deux sont des fonctions 
continues, la dernière selon 2.9; donc l’identité est démontrée. /

Retournons au développement (3), et déterminons quand il provient 
d’une fonction qg de 1, 1 ],g). Puisque la base orthonormale utilisée est

Ai

, , . AiDemonstration: Nous savons que Iir et gq * 
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IKII / />«(//- O, h o.i,•■ -,

les coefficients du développement sont

IK-iilV?! 0 (.7 - 1)N(7>")'

||<M / \ ’ ’ (n - 1 )(n + 7 1 )’

et leur somme carrée est

m1+(, o2y

||w<zll \ Z_v(/1 - 1 )2(n + 7 - 1 )2
\ n — 2

D’après [151 p. 4 on a
.. AT(7ui) 2
lim ------- — =

n^oo nQ - (7 --)!

done (4) est convergente précisément pour 4 - 7 + 2 > 1, i.e. pour 
7 = 2,3,4.

PROPOSITION 3.2. Pour les dimensions 7 = 2,3,4 on peut trouver une 
fonction gq de =2f2([— 1,1], 7), qui possède le développement (3). Ceci ne subsiste 
pas pour les dimensions plus grandes.

Le théorème suivant montre explicitement qu’il existe pour tous les 
dimensions 7 2 une fonction (et une seule) gq de =2f1([-1,11,7) avec le
développement désiré (3).

THÉORÈME 3.3. Soient gq: ]-l,l[ -> R, 7 è 2, une suite de fonctions 
définies par

1 1 1
.72(0 = —(tt - Arccosl)(l — Z2)2 - — t, 

71 2tt

g3(t) = 1 + /log(l ~0 + G -Iog2)/,

et ensuite par la formule de récursion (q è 2)

7? + 2(/) = 7 1 <7ç(/)+7 J qg(t)
(7 - 1 )2 7-I

7 + 1 ||ca?4-i|
7 + 2 ||cO(/ + 2|

(5)

Il est possible de prolonger gq à l'intervalle [-1,1], parce que gq a des 
valeurs limites aux points ±1. Plus précisément on a:
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(i) La valeur limite lim gq(t) existe et est finie pour g 1 2.
t ->-i '

(ii) La valeur limite limpff(f) est égale à — oo pour g è 3, tandis que
t-+i

liin 72(f) = — 1/2%. De plus on a 
t 1

lim(l - f)2(«-3) + e7?(f) = 0,
r> 1

pour tout £ > 0 .sz g è 3.
Les fonctions gq possèdent les propriétés suivantes:
(iii) La fonction gq: [-1,1] -> R U {- 00} est semi-continue supérieurement 

pour g è 3, et la fonction g2- [ - 1, 1 ] -> R est continue. On a de plus 
gq E C°°([- 1,1[) pozzr g 1 2.

(iv) La fonction gq(t)(\ - /2)'to~3) est intégrable sur [—1,1], donc gq G
^f1([ - 1, l],<j) pour g è 2. Pour g 3 un peu plus est valable, puisgu'en effet 
gq(P)(l - est intégrable sur [-1,1].

(v) Le développement de gq en série de polynômes de Legendre dans g 
dimensions est celui désiré ci-dessus (3).

Démonstration :
(a) Le théorème est vrai pour g2.
En effet 72 est bien définie et continue sur l’intervalle [-1,1] par la 

formule donnée, et 72(-l) = -72(E) = 1/2%. Trivialement 72 est indéfini
ment dérivable dans ]— 1,11, alors il nous manque seulement le point -1. 
Dans l’intervalle [- 1,0] on a

172(f) = -(1 - f2> Arcsin(l - f2)i -%
1 f.

2%

Considérons la série entière de zzArcsinzz, valable pour u e [-1,1]

(-1/ 2---------U 
2p + 1 

p — 0

Le rayon de convergence est 1. 11 en découle que 

définit une fonction holomorphe dans l’ouvert

{( eC I |1 -CI < 1} 



28 Nr. 6

qui est borné d'un lemniscate aux points focaux —1 et 1. Ceci montre (pie 
f/2 peut se prolonger à une fonction holomorphe dans la partie gauche du 
lemniscate. Par conséquent <72 E 1, 1[), et <72 et toutes ses dérivées pos
sèdent une valeur limite finie, quand / tend vers - 1.

Dans l’intervalle [0,1 | on a

1 1 , 1<72(0 = (1 t2)2---- (1 - /2)iArcsin(l — /2)a - /.
5T 2 71

Du raisonnement ci-dessus il résulte (pie (1 -/2)i Arcsin (1 - f2)i peut se 
prolonger à une fonction holomorphe dans la partie droite du lemniscate. 
De plus on voit facilement qu’on a, en posant g>(t) = (1 - /2)i,

limç/n)(7) = — 00 pour n â 1,
7->i

ce qui entraîne 
lim^g”)(t) = — 00 pour 7? 1.
t ->1

On sait que la fonction

_il /
<72(0(1 - l2) ’ = -(rc - Arccos 0 - (1 - f2) 2

71 2tt

est intégrable sur [—1,1].
Il nous reste de trouver le développement de g% en série de polynômes 

de Legendre dans deux dimensions. Le développement est donné par

où
1

«n / p„(2, 09'2(0(1 - /2) ’dt.
-1

Si on pose t = cos 0 pour 0 e [0,%], les calculs sont faciles parce que pZi(2, 
cos Ô) = cos(n9), et on trouve

donc

ao= l,ai = 0 et an
- 1

(71 - 1)(71 + 1)
pour 77 > 2,

00

Ar(2,7?)
(71-1)(77“+1)pn(2,t)

n = 2
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(6)

on a

71

1 /2%. Supposons que

où nous avons posé

Il est évident que

(7)
#'(0 =

Pn + 1(0 = (2n-

Qn(O = Pn(0

quand t -> 1. De plus on a

(1 - f2)n

où Pn et Qn-1 sont des polynômes de degré resp. g 
Pn(l) + 0.

Ceci s’obtient par récurrence sur n. Pour n = 1

ce qui montre le théorème pour g = 2. D’ailleurs ||coi|| / ||co2|| = 1/^, et 
N(2,n) = 2 pour n è 2.

Dans ce qui suit nous allons utiliser la représentation suivante:
Pour n 1 on a

n et g n — 1. En outre

ce qui montre l’assertion avec Pi(t) = -t/ji et Qo(O = 
l’assertion soit vrai pour un n; il en résulte que

(1 - f2)~-(% - Arccos t)Pn + i(t) + Qn(0

(1 - Z2)”“1

g3(t) - oo, (1 -Z)e 173(f) -> 0 pour tout e > 0

Par conséquent P« + i(l)
(b) Le théorème est vrai pour g^.
L’expression qui définit 73 peut être utilisée dans l’intervalle ]-oo, 1|, 

et y représente une fonction indéfiniment dérivable, donc

lim g^(t) existe et est finie pour tout n è 0.
t->-1

1)/Pn(Z) + (l -f2)/<(/),

+ (l-'2M-i(0 + 2(n-l)fQw_1(f).

= (2n - 1)Zjti(1) + 0, et l’assertion est démontrée.

^m + 1)(0 =

1
T* ------ ,

2 71

quand f -> 1.
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Il est facile à voir que 73(f) (1 - t2) 2 est intégrable sur [—1,1].
Le calcul du développement de 73 en série de polynômes de Legendre 

ordinaires est facilité par la formule de O. Rodrigues (cf. [15] p. 17)

P«(3J)
(- l)n
2nn !

t2)'1}-

Le développement de 73 est donné par

Nous allons utiliser l’intégration par parties n fois. Les termes

{(1 - /2)w}
t = 1

= -1
pour j = 0,1, • • •, il — 1

sont tous 0 d’après (7), car

t

est égal à (1 - f2)7 + 1 multiplié par un polynôme en l. Par conséquent on a

et un calcul facile découvre que

flo = L 01 = 0 et an
- 2

(n- l)(n + 2)
pour n 2,

donc 73 possède le développement désiré (3) pour 7 = 3. 
(c) Le théorème est vrai pour gq, q ü 4.
La formule de récursion (5) entraîne pour te |— 1,1[
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(8)

où a(g) doit être 2 si 7 est pair, et 3 si 7 est impair. Dans (8) on a aq e R 
et bg n > 0 pour n = 0,1, • • •, 4(7 — <*(7)). D'après ce que nous avons dé
montré sur <72W)(O et 73W)(0> 011 v°it facilement en vertu de (8) que les as
sertions (i), (ii), (iii) du théorème sont vrais pour q è 4, sauf peut-être la 
relation

lim(l - /)5<ç 3)4\7ç(0 = 0 pour e > 0,q 4. (9)
«-> 1

Si q est pair, il suffit selon (8) et l’identité lim<_>1^2(0 = -1/2% de 
montrer que

lim (1 - /)-(q 3) + f <72W> (0 = 0 pour £ > 0 et n = 1, • • • , 4(7 — 2). 
<->i

Utilisant (6), nous voyons que

Z1 _ M2«Z-3)+£,.(n)ZM _ + e (! -^r^^-ArCCOsOPnCO + Qn-lCO

ce (pii tend vers 0 quand f -> 1, parce que n g 4(7 - 2).
Si 7 est impair (donc 7 è 5) il suffit selon (8) de montrer que

lim(l - f)5<? 3) 4 E(t) = 0 pour £ > 0 et n = 0,1, • • •, 4(7 - 3).
t -> 1

Ceci est une conséquence immédiate de (7).
Choissisons £G ]ù,4[. Pour 7 è 4 nous écrivons

.7<z(0(l
/2U(?-4)_ ^(0(i-^tø’3)+€

(1 - t2y-+e

et d’après (9) le numérateur est une fonction continue sur l’intervalle | -1,1], 
Comme (1 - /2)“2_e est intégrable sur [- 1,1], on conclut que (iv) est valable.

11 nous reste seulement de démontrer que gq a le développement (3) 
pour 7 è 4. Cela va être démontré par récurrence sur 7 à l’aide de la for
mule de récursion (5). Nous aurons besoin de plusieures formules entre 
les polynômes de Legendre de différents degrés et dimensions. Les voici:
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(a) (</-l)//w(7,0 = n(7î + (/- 2)/>„_1(7 + 2,0-

(/Î) (il + q - 2) (1 - t^Pn-A(l + 2,0 = <7 - 1 )/O-l<7. 0 - <7 - 1 )tPn(<J> 0-

(?) ^-1(7 + 2>0 = O + 7 ~ O W7 + 2>0 ~ <7 l)Pn + i(7’0-

(ô) (2n + 7)^n + i(7>0 = + 7 - !)/>» +2<7- 0 + (/J + 1)/O(7>0-

Os formules sont des cas particuliers des formules analogues pour les 
polynômes de Gcgcnbauer C^(0, puisque

/ . o\-lil + q - 6\ ] , 9.
/>»(</,/) -I n ) Ci” ’(0 (Cf. [15j p. 33).

On trouve ces formules analogues dans 114] p. 282 sous les numéros (4), 
(10), (3) et (8) dans le même ordre comme ci-dessus. Nous allons en déduire:

LEMME 3.4. La formule suivante est valable:

(7 - 1 )pn{q + 2,/) - (1 - (2)(pn(7 + 2-0 + ZK(7 + 2»0)

7 1 ((n + 7 - l)Pn(q,t) + (zî + l)At + 2(7-0)-
2 n + q

Démonstration: D’après (a) et (/?) on a

(1 -/2)/4(7 + 2>0 = /ïPn-1(7 + 2>0 vtpn(q + 2,t).

Si 011 multiplie ceci par t et additionne (1 — t2)pn(q + 2,/), on a

(1 - /2)<X(7 + 2>0 + fp'n(q + 2’0)

(n + 1)(1 - t2)pn(q + 2,0 + ntpn_1(q + 2,t)~ npn(q + 2,/).

Donc le membre gauche G de la formule désirée est égal à

G = (n + q - 1 )j%(7 4 2,0 - zî/pn_i(7 4- 2,/) - (n + 1)(1 - t2)pn(q + 2,/).

En vertu de (y) on a

- 2?/7jm_i(7 + 2,0 = (7 i)^« + i(7>0 <n + q - 1 >t2pn(q + 2,0-

Si on substitue ceci dans l’expression de G, on obtient

G = (q - 2)(1 - t2)pn(q 4- 2,0 + (7 - 1)//O+1(7. 0-

D’après (ß) avec n remplacé par n 4- 1 on voit (pie
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(n + q- 1)G = (q - 2)(g - l)pn(q,t) + (n + l)(g - \) tpn + i(q,t),

et en appliquant (d) sur le terme dernier, on trouve

(2/? + g)(n + g - 1)6 = (ti + g - 1)(t? + l)(g - l)/?»+2(g,0

+ <7 - 1)(7Z + 7 - i)2pn(q,t),

ce qui montre le lemme. /
Supposons que g possède le développement (3), c’est-à-dire

1 I- 1 si 71 + 1

(ln(q) = 9q(OPn(qJ)(l - = . (?1 - 1 ) (?1 + g - 1 )
-1 I () si 71 = 1.

Nous allons démontrer
1 I  7 + 1 si 71 + 1

ctn(q + 2) = j Vq + 2(t)pn(q + 2,t)(l - = (11 - 1 )(11 + q + 1)

_1 I 0 si il = 1.

D’après la formule de récursion (5) an(q + 2) est la somme des expressions 
An, ßn et C/j, ou

Bn q r ! \9<MPn(q + 2,0(1 -
7-1 ?

-1

1

7
7

+ 1 11 COn -f-111 L 1— - 9 \ tpn(q + 2,0(1 -
+ 2 ih+2|| V n

-1

0

7 + 1 
(7 + 2)2

si 71 + 1,

si 71 = 1.

Ce dernier est tiré des formules (11), (12) et (13) du chapitre 2. 
Soit n 0. L’intégration par parties dans Ao donne

1

(7 - 1 )2 J
-1

puisque
Mat.Fys.Medd.Dan.Vid.Selsk. 37, no. 6. 3

(10)

(11)
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[^(0(1 = 0. (12)

D’après (13) chapitre 2, et (10) on a

I »
Ao = q \gq(t)p2(q, t)(] -t2)^~^dt = -1.

7-1 ;

De la même manière on obtient

Bo =--------\gq(t)(po(q,t) - P2(q,t))(l - t2^ 3) (it = 2,

-1

done a0(q + 2) = Ao + Bq + Co = 1.
Soit n = 1. Des calculs analogues et faciles montrent que «i(g + 2) = 0. 
Soit n è 2. L’intégration par parties dans An montre d’après (12) que

1 cA„ = - 9 + #e(0(l - f2)B«-3){7(l - f2)pn(</+ 2J)
(q - 1)2,1

-1
+ z(! - t2)pn(q + 2,0 - (q - l)pn(q + 2,t)}dt, 

d’où
i

An + Bn = 9 \\gq(t)(l-t2)i^-^I)n(t)dt,
(g - O2 J

-1
où nous avons posé

Bn(0 = (g ~ 1 )Pn(q + 2,0 - (1 - VKPn(q + 2,t) + tp'n(q + 2,/)).

D’après le lemme 3.4 on sait que

Dn(t) = 9----((n + q - l)pn(q,t) + (n + l)pn + 2(q,t)),
2n + q

d’où
q + 1

An + Bn = ----- ——-------- -((n + g - l)an(g) + (n + l)an + 2(g)).
(g - l)(2n + g)

Si on utilise (10), on trouve
g + 1

An + Bn = - —-------
(n —l)(n + g + l) 
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et comme n è 2 entraîne Cn = O, il en résulte que

Cln(q + 2)
q + 1

(n - l)(n + 7 + 1)’

et le théorème 3.3 est complètement démontré. /
La fonction gq est le noyau de Green de l'opérateur D*, et elle est appelée 

le noyau sphérique dans q dimensions.
De la formule de récursion (5) nous pouvons tirer une expression directe 

de gq. Si q est pair, on trouve

[(.-T - Arccos 0(1 - /2)' 2 a*(l
k = 0

2 (? - 4)
t2yk + t 2 Mi - t2rk + cq

k = 1

et si q est impair, on trouve

.<7<z(0
(g - l)l|w<z-i|

llwÿll
l + Hog(l-0 + (g-3) 2 dkO-t)~k+eqt

k = 1

Evidemment on peut établir des formules de réclusions entre les coefficients 
paraissants. Nous préférons de donner les formules explicites pour gq dans 
les cas q = 2,3,4,5,6:

92( f ) = — {(n - Arccos 0(1 - f2)2 - 4 /}.
71

g3(t) = 1 + Hog(l - t) + (f - log2)f.
3

gi(t) = {(% - Arccos 0(1 -2t2)(l - f2)~ ? + 4/}. 
71

g5(t) = 3(1 + /log(l - 0) - (1 -0-1 + (?/- - 3 log2) t.
5

g$(t) = — {(ti - Arccos 0(8f4 — 12f2 + 3)(1 - t2)~2 - 01 - f2)-1 + V t}.
3%

§ 2. Quelques propriétés du noyau sphérique g

PROPOSITION 3.5. Le noyau sphérique gq remplit: 
(i) Pour tout a g Qq on a au sens des distributions

r t\\ h lix gllw«-ill t Dq{gq(a-^)} = ||w3-i||da----- -—va-y (13)

3*
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où öa désigne la mesure de Dirac au point a, i.e. la mesure de masse 1 concen
trée dans a.

(ii) Dans l'intervalle ]- 1,11 le noyau gq satisfait à l'équation différentielle

,, , </(</ ~ 1 ) ll<*>tf-l||(1 -<2).'/,(0 -Cl-VI<l,(t) +Ci- ' (• (14)

Démonstration : (i) D’après 2.7 on sait que gq(a • ) e et selon les
théorèmes 2.12 et 3.3 son développement est donné par

7<z(« ’ O
Wç-l||

IMI
Par conséquent on a

00

5 (g - l)jV(g,n)
(n - l)(n + q - 1)

n = 2

Pn(q,d ■ £)

Dq{ff«(« • 0} ~
- 111

lltOffll
e 2 N(g,n)pn(g,a • £) 

n = 2

La mesure de Dirac ôa possède le développement

donc

1 °°
àa ~ -— 2 N(ç,7j)pn(g,a • £),

Ilft)(zll n = 0

. , Q -1
{.<?«(«■ 0} el ll<^5-l||<5a- .. .. a • £

£ IHII

ont le même développement, ce qui entraîne le résultat en vertu de 2.13. 
(ii) Par restriction à l’ouvert Ï2ç\{cz}, on déduit de (13) l’équation de 

distribution suivante

(</ - Oj^C«
- 1 )ll"<7 -ill £

s} — n n ‘ s,
ll<M

(!5)

car ôa induit la distribution 0 sur £2?\{a}. Cependant la fonction £ i-> gq(a-i-f 
est indéfiniment dérivable sur donc (15) est une équation ordinaire
entre des fonctions. Posons

£ = ta + (1 - D)2 q, où /ej—1,1[ et g g L?ç-i = {q g | a ■ q = 0}.

Alors gq(a-£) = gq(L) ne dépend pas de q, et (14) résulte de (4) de la proposi
tion 2.6. /

LEMME 3.6. L'équation différentielle homogène sur /’intervalle ]— 1,1|
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c/2 <7-1 d
- t -

dt2 I-/2 dt
(16)

a deux solutions indépendantes I et telles (pie (f>2(t) = (1 - /2)à, tandis 
(pie pour q 3, on ait qq(t) -+ °° quand / -> ±1.

Démonstration: Dans le cas q = 2 on voit immédiatement que t et 922(f) 
= (1 — 72)à sont deux solutions indépendantes de (16). Dans le cas q è 3 
on sait que t et t

= f J u~2(l - u2)i(1_ff) du,

<0

où to^]O, 1[, sont deux solutions indépendantes de (16) sur ](), 1 [. Si on 
développe la fonction qu’on intègre en série entière, on trouve

« A(1 - <7)\(- i)w
^(/) =-i+à(/o)/+2 r -j2w, (i?)

w = i\ n ] In — l

où à(/o) est une constante dépendante de to- La série entière est convergente 
pour |/| < 1, donc la formule (17) donne une solution de (lß) sur tout 
l’intervalle ]- 1,1|. Puisque

A(! -_ (4O-3) + l)---G(g-3) + /1) a 1
\ n /2n — 1 nl(2n - 1) 2n - 1

on voit que yq(t) -> oo quand t -> ±1. /
A l’aide des solutions t et (pq(t) de (16) on sait trouver une formule 

explicite pour la solution gq de (14). On trouve

gq(D) = - —— )— Å ( s~2(l - ,s2)i(1_?) f u2(l - u2)’ (5_3) du | ds.
IHII J /

Les limites inférieures - 1 et aç des intégrales sont fixées par les demandes 
(pie gq soit régulière au point - 1 et que

i
J /<;<z(0(l - f2)2(ff“3)df = 0.

-1

Dans la théorie du potentiel sphérique nous aurons besoin de quelques 
lemmes sur gq.
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LEMME 3.7. Soient gq{t) = gq(- t) et hq(t) = gq(t) + gq(t) pour 
t e [-1,1]- Alors hq(T)lt est une fonction décroissante sur ](), 1[ pour q è 2.

Démonstration: Comme gq satisfait à l’équation différentielle (14), on 
voit que gq satisfait à

q(q — l)||co«-1||
(1 ~ /2)(.7«)"(0 - (<1 - + (7 - 1 ).7?(0 = h—7?-----------1

et par l’addition à (14), on obtient

(1 - t2)h'Q'(t} - (q - \)th'q(t) + (q - \)hq(t) = 0 pour £«=]—1,1[, 

d’où
(1 -/2)/i”(0 = (</- j pour îe|0,l|.

Il en découle:

Pour que h'q(t) soit décroissante sur ]0,l[, il faut et il suffit (pie 
hq(t)/t soit décroissante sur ]0, 1[.

Dans la même manière comme ci-dessus la formule de récursion (5) 
donne la formule suivante pour hq:

j (18)

d’où

hq + 2{t) = 7 1 th'(f) + q ' ^(Q
(<7~1)2 7-1

pour t G ]- 1, 1|,

pour fe]0,1[. (19)

Le lemme résulte maintenant par récurrence sur q. On trouve

ù2(0 (l-/2)i ù3(0
et 

t t t

qui sont décroissantes sur ]0,1|. D’après (18), (19) il est évident que la 
décroissance de hq(t)jt sur ]0,l[ entraîne celle de hq + 2(t)/t sur ](), 1[. /

LEMME 3.8. Le noyau sphérique gq vérifie

^(0lim̂̂ (2/2-1)
j 1
|25“3

si

si
7 = 2-
7 = 3.

Démonstration: Comme limf_>1(/2(0 = -1/2tc, l’assertion est évidente 
pour 7 = 2. Par contre, le lemme n’est pas évident pour q 3 parce que 
.7/0 - oo quand t -> 1.
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Si q est pair, q â 4, on a d apres (6)

lim(l —3) g%l} (t) =
t —> 1

lim(l - ^(<z-3)f/(«)(2/2 _ !) = 
t —> 1

En vertu de (8) on trouve

t^-i qq^t2 ~ 1 )

( 0 si 0 g n i(q - 4),

I %PM(1 ) si n = A(q ~ 2),

I 0 si 0 n 4(7 - 4), 
|%Pn(l)23~? si 71 = 4 (7-2).

_ 3
7rP„(l)23-’

Si 7 = 3 le lemme résulte d’un calcul simple.
Si 7 est impair, q è 5, on a d’après (7)

lim(l - t)4<« 3).73rt)(0 = 
t —> 1

lim(l - Z)2<«_3) ^n)(2/2 - 1) =
t-+i

0 si 0 â n â 4(7 - 5),
I - G? - 4)! si 71 = 4(7 - 3),

I 0 si 0 â 11 â 1(7 _ 5), 
I - G‘7 - |)!‘23_a si n = 4(g - 3).

Par consequent on a d’après (8)

lim
t-+ 1

ø«(0
7?(2t2-l)

-G7 - i)!
-(|7-4)!23-*

COROLLAIRE 3.9. Soit q è 2. Il existe deux constantes positives Aq et 
liq, et un tq E ]0, 1[ tels que

gq(t) + Aq è Bqgq(s) (20)
pour

{(ts) e [-l,l]2|(f â tq) V (t > tq \ S è 2/2-1)}.

Démonstration : Naturellement le corollaire dit seulement quelque chose 
d’intérêt quand q è 3, parce que 72 est continue sur l’intervalle [-1,1],

Soit q è 3. Nous savons que g^ (t) - 00, si 7? â 0, quand t -> 1, et
par conséquent gq(t) est négative et décroissante, dès que t est suffisamment 
voisin à 1. Soit Bq une constante telle que Bq > 29-3. D’après le lemme 
3.8 il existe un tq E ]0,1| tel que:
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(a) gq est décroissante et négative sur l’intervalle |2/^ - 1,1). 

(/?) Pour t E I tq, 11, on ait ---- —-------- < Bq.
9q(?t2 - 1 )

Comme gq est semi-continue supérieurement sur [-1,1] il existe un 4/ > 0 
tel ([ne

9q(t) 4/ pour /g [—1,1], (21)

et comme gq est continue sur [ - 1, f5] il existe un Aq > 0 tel (pie

9q(t) + Ag è MBg pour /e[ -1,/ÇJ. (22)

Nous allons démontrer que

+ Aq è Bqgq(s), 

pour toutes (/,.s) dans l’ensemble indiqué.
L’assertion est vrai pour t = .s = 1 parce que gq( 1 ) = - co.
Si t G ]/ff,l| et s è 2/2 — 1, on a d’après (a) et (ß)

gq(2t2 - 1) < 0 et > Bqgq(2t2 - 1) è Bqgq(s), 

et par conséquent
gq(t)+Aq > gq([) > Bqgq(s).

Enfin, si t g [ - 1, /e| et .s G [ - 1, 1 J, on a

Hq9q(s) = BqM (/?(/) + 4?,

en vertu de (21) et (22). /

Chapitre 4

LA THÉORIE DU POTENTIEL SPHÉRIQUE

§ 1. Fonctions harmoniques dans &q

Par fonctions harmoniques dans une variété de Riemann on entend le 
plus souvent les solutions f de l’équation de Laplace d*/’ = 0, où A* est 
l’opérateur de Laplace-Beltrami. Ce que nous allons appeler les fonctions 
harmoniques dans seront les solutions /'de l’équation

{A* + (q - l)}/‘ - 0,

autrement dit, les solutions /' de l’équation D*/’ = 0.
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Il est possible de caractériser les fonctions harmoniques par des pro
priétés de moyenne. Nous préférons de commencer de cette manière.

Pour a E Qq et q g |0, g%| on pose

C(ci,q) = {£ G Qq I a • $ è cosp}, S(cz,o) = {£ 6 Qq I a • Ç = cosg},

et on appelle C(cz,p») et S(a,g) le disque sphérique et le cercle sphérique de 
centre a et de rayon sphérique q. Le disque sphérique C(cz,p>) porte la mesure 
Mq, et a la masse totale

i
m(e) = coff(C(7z,o)) = ||cos_i|| J (1 - (1)

COS Q

Le cercle sphérique S(a,@) est une sphère de dimension q — 2, de centre 
cz cos p et de rayon sino. Il porte la mesure de surface a0 donnée par

Elle a la masse totale ||coç_i|j sin® 2q.

Soient co un ouvert de et /’: co -> R une fonction continue, et soit 
C(cz,o) <= co pour un ^g]0,4tt[. Noterons .^Jfcz) la moyenne de /' sur le 
cercle sphérique S(a,g), i.e.

et poserons

^(«) = (||coe_i||sin® 2o) 1 | /(£)dffe(£), (3)
S (a, o')

\ f^)dMq^). (4)

C (a, o)

Donc ||coç-i||m(e) 1ts/^(a) est la moyenne de /' dans le disque sphérique 
C(a,q). Les expressions (3) et (4) gardent leurs sens, si /' est seulement 
semi-continue dans co. On voit que

1 (•^(cz) = \ /'(czcoso + ?/sino)dœç_i(>;), (5)
IK-1II ?

a ■ q = 0
et que

i e
^(a) = j (1 -/2)p<7-3)^Arccos^a)^ = 2 u^«(a) dfZ. (6)

cos p 0
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Dans les applications il est important d’observer qu’on peut considérer 
la moyenne comme une moyenne sur le groupe ()(q,a), le sous-
groupe des rotations de O(q) qui laissent a fixe.

Soit u la mesure de Haar normalisée sur le groupe compact 0(7//), et 
soit £ un point de SQi,g}. L’application ^(5(0,7)) -> R, donnée par

9? 1—> J ç>(A£)ttyz(A),

O(«,a)

est une mesure positive sur S(a,7). Cette mesure est invariante par rapport 
au groupe O(q,a), et a la masse totale 1. Done, elle satisfait aux conditions, 
qui caractérisent la mesure de surface normalisée cp ,^^(a) de S(a,g), et 
nous avons démontré le lemme suivant:

LEMME 4.1. Quels que soient aeûq, gE ]0,4%[, <?eS((z,o), pour toute 
(p E të(S(a,g)) on ait

j ■r(AS)<i/,(A)
O(q, a)

Evidemment ce lemme est valable non seulement pour les fonctions 
continues, mais aussi par exemple pour les fonctions semi-continues.

Soient /'e et g e ](), On désigne par la fonction a i—>
de Qq dans R. Elle est continue. Par / 1—> on définit un opérateur linéaire
continu dans Plus tard nous aurons besoin de savoir qu’il est symé
trique; c’est-à-dire qu’on a:

LEMME 4.2. Soient f,g E et g E |(),A^|, alors

j f(Ç)J^(Ç)dœq(Ç).

Démonstration : Remarquons d’abord (pie si /’e ^(£?9), a E Qq, l’applica-
tion

1 f
7 = \ /’(£)dWe(£)

C(a,o)

est dérivable avec la dérivée continue

sin9-27^(a).
Ensuite posons

= {(s,7) E Q~q\^ ■ g 1 coso}.
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Grâce au théorème de Fubini pour la fonction

de Qq x Qq dans R, on obtient *

[(/’(£) f = f |.</(?/) I
-Qç c^.p) _Q„ C(/?,e)

Selon l’observation ci-dessus on peut dériver cette équation sous le signe 
d’intégration par rapport à q, donc

J/■(<?)sin<7_2^^(^)€/œff(s&) = J iq(r/)sinç_2a/#^(?/)dœç(?^),

D,

ce qui prouve le lemme. /
On voit sans difficultés que le lemme 4.2 est encore valable pour des 

fonctions semi-continues.
Il est important pour la théorie du potentiel sphérique d’avoir un théo

rème qui montre que l)'q f(a) est déterminé par les moyennes -_/^(n). Voici 
un résultat très précis.

THÉORÈME 4.3. Soient co un ouvert de Qq, f 6 C2(a>). Pour tout point 
a G co, on a

2cos o
D*f(a) = lim -, Ç<^(a) - coso^o)),

p_>o sin2e J

uniformément dans a sur tout compact x de co.

Démonstration: Nous prolongeons f par homogénéité positive au cône 
ouvert KU) = {Â£ | Â > 0,£ g co} de base co et de sommet 0, i.e. nous définis-
sons f : Am -> R par f(^) = Âf(£).
Alors / g C2(Æft>).

Soit x un compact de co. Il existe un qo g ](), tel que pour q g qo, 

a Ex, on ait C(rz,o) Ç co. Posons

.1 = {(a,p) E Q2q \ a <E x, a ' p = ()}.

Grâce à la formule de Taylor, pour («,//) g A, q â Qo, on a

/'(acosQ + r/sino) — f (acoso) = 

df(acosp; z/siny) + |d2/(acos^>; r/sino) + isin2@a(a,?/,£),
(7)
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Alors

et

Pour i

1

(8)

où nous avons posé
1

(9)

1, • • •, q - 1 on a

Ôij

7-1’

a e x,
Si 

nous

/•>
\ oc(a,q,Q)d(oq-i(q). 

\
7] • a = 0

\ (q ■ Ei)d(og-i(q) = 0,
t

r) a = 0

donc, en formant la moyenne sur q-a = 0 dans (7), on obtient

On voit que ß(a,q) -+ 0 quand q -> 0, uniformément pour a e x.
La droite (zn | z e R) est décrite par {(0, •••,(), ,rff) | .rç e R}, et puisque 

\ (q-£i)(q • Eqïdwg-^q)
' t/
7] • a = 0

sin2p \ ' d2f . ny x' > (acosp) + 4sin2^(a,p),
2(7 - l)Z_^d.rf

i = 1

Q-l
\ df

df(acos7; ?/sino) = sino > (acosg)(q ■ Ej), 
Z—jàxi
i = 1

<7-1
d2/'

d2/ (acosg; î/sinp) = sin2g > (acosg)(r/ • Et)(q ■ Ej).
£ / V Xi (Jx j

i, j = 1

où a(a,7/,p) -> 0 quand q -> 0, uniformément pour (a,q) G A. Fixons 
et introduisons une base orthonormale ei, • • • ,Eq de Rf/ telle que a = 
le point x e K(0 possède les coordonnées .n,---,.rç dans cette base, 
écrivons . j

f(x) = - ‘ ■’ æff)-

pour Xq > 0, on conclut que

d2f d2f
-(ocosg) = (0,••-,0,cosg) = 0.

dx‘

Par conséquent (8) s’écrit

sin2p
- cospZ’(a) = zlç/’(ncosp) + 1, sin27/5(o, {?). (10)

7 2(7-0
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D’après (3) de la proposition 2.6 on a

dff/'(acosß) = q f(a) +----- ^*f(a),
COSQ COS O

et par suite

/■(«) +-^^/■(a)) + ^(aJø), (H)
g - 1 '

d’où
D*f(a) = 2C.°fQ - <x>sef(a)) - cosgßfa, g), ( 12)

snrp J

ce qui entraîne le théorème. /
Remarquons que le lemme 4.2 et le théorème 4.3 entraînent (5) de la 

proposition 2.6 avec Zl* remplacé par Dq, et par conséquent aussi (5) lui- 
même.

DÉFINITION: On dit quune fonction / : co -> R définie dans un ouvert co 
de Qq est harmonique dans co, si elle est continue, et si elle vérifie les conditions 
équivalentes:

(i) Pour tout C(a,g) £ co où g E ]0,4^[ on a
^Qf(a) = cos g f (a).

(ii) Pour tout C(a,g) £ co où on a
sina_1

= _ iJ q — 1

Que (i) entraîne (ii) résulte de la formule (6). Inversement si (ii) est 
remplit, et si a E co est fixe, on conclut que

o
~f(a) 

pour g E ]0,jpol. où o0 = supfø E J0,4<ï[ | C(a,g) £ co}, ce qui par dérivation 
entraîne (i).

PROPOSITION 4.4. Soit f une fonction harmonique dans l’ouvert co £ Qq. 

Alors f est indéfiniment dérivable dans co et I)*f(a) = 0 pour tout a e co.
La démonstration de l’énoncé fE C°°(co) se fait exactement comme dans 

la théorie classique, à l’aide de l’unité approchée (ç’Qeejo, i[ de &q- En vertu 
du théorème 4.3 il est évident que I)'q f(a} = 0 pour tout a e co.
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La théorie des fonctions harmoniques s’achève par la proposition in
verse :

PROPOSITION 4.5. Soit w un ouvert de et soit f g C2(ca) une fonction 
telle que I)q f(a) = 0 pour tout a G a>. Alors f est harmonique dans a>.

Démonstration: Soit a G co et posons

po = supfo G ](), L-t[ I G(a,g) Ç f,j).

Soit (p : C(a,go)R la fonction définie dans l’intérieur de C(cz,po) par (cf. 
le lemme 4.1)

.^(j(a), si £+cz,o = Arccos(cz • £). 

f(a), si ê = a.

La fonction ç? est de la classe C2 dans l’ouvert G(a,go), et en vertu de (6) de 
la proposition 2.6 on a

1^(0 - J - J - 0. (13)

O(ç, a) O(ç, a)

En outre (p ne dépend que de t = a-£, c’est-à-dire <p est constante sur 
les cercles sphériques S(cz,p) où g < go.

(a) Soit q = 2. Nous paramétrisons C(cz,@o) par (cosp, sin@), g g ] - po, oo[, 
et considérons ep comme fonction de g. D’après (13) on a alors

</'(p)+ ?<{?) = °, ee|-eo,?o[, (14)

et puisque 95(0) = wÇ-Q) et ç?(0) = f(a), on obtient

Ç’(e) = f(a) cos g. (15)

(b) Soit q è 3. Utilisons la représentation paramétrique de G (a, (?o)\{cz} :

£ = ta + (1 — Z2)2 où t G ] cos@0,1 [, p • a = 0.

Alors d’après (13), et (4) de la proposition 2.6 on a

(! - /2)a,2 “ ~ + ~ = °’ 1 e Jeosoo, 11,ar2 dt

parce que (p ne dépend pas de p. Selon le lemme 3.6 il existe deux constantes 
À’i,À2 g R telles que

<?(£) = J /'(A£)c//z(.4)
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ç?(Q = k'lt + kz(fq(t), /eJcosooJl-

Quand t ■+ 1 on a qp(t) -> f(a), tandis que cpq(t) -> oo. Il en découle que 
Â'2 = 0, et que

99 (Q = /"(a)/, /G]cospo,l|- (16)

Les formules (15) et (16) s’expriment

.7Zj?(c/) = cosp/'(cc), pG]O,po[,

ce qui démontre la proposition. /
Soit ou un ouvert de Qq. On désigne par Kw le cône ouvert de base co et 

de sommet 0, i.e.
= {2£ I x > 0, £ g co}.

Une fonction / ' : co -> R se prolonge par homogénéité positive à la fonction 
/■ : Km -> R d onnée par

/W = W)-

Alors on a /'g Cp(co) si et seulement si / eCp(K(0) pour p = 0,1,’ 
et si /'g C2(co) on sait que

Z1 /(r£) = q L)qf(Jp) pour r > 0,£gco. 
r

Donc
>

<
0 dans co, si et seulement si Aqf

>

<
0 dans Kw. (17)

Résumons les résultats précédents dans le théorème suivant:

THÉORÈME 4.6. Soient co un ouvert de Qq, f E C™ (co>). Les propriétés 
suivantes sont équivalentes à l'harmonicité de f dans co:

(i) Pour tout C(a,g) ai où g G ](), 4rr[ on a
.^j(a) = cosgf(a).

(ii) Pour tout C(a,g) co où g G on a

(iii) Pour tout a E a> on a Dq f(a) = 0.

(iv) La fonction prolongée f est harmonique au sens classique dans Kœ.
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D’après le corollaire 2.15 les fonctions harmoniques dans tout Qq sont 
les fonctions H\ = {w£|a eRq}. Dans un ouvert différent de Qq il y a par 
contre plus de fonctions harmoniques que celles-ci. Par exemple dans 

- cz) on a la fonction harmonique £ i—> qq(a-Ç), où <pq est la solution 
du lemme 3.G.

Remarquons que les fonctions harmoniques dans un ouvert connexe co 
différent de satisfont aux axiomes de Al. Brelot [5] comme démontré 
par R. Al. Hervé [13]. Par conséquent on pourrait compléter la précédente 
par plusieurs théorèmes, par exemple par le principe du maximum.

§ 2. Fonctions sousharmoniqu.es dans Qq

DEFINITION: Soit co un ouvert de £2q. On dit qu'une fonction 
f : co -> R U {- œ) est sousharmonique dans co, si elle vérifie les conditions 
suivantes :

(i) Lez fonction f est semi-continue supérieurement.

(ii) La fonction f est localement coq-inté.qrable.

(iii) Pour tout C(a,q) co où q G ](), on a
cosqf(a) â .4^(/z).

On dit qu’une fonction f : co -> R U {oo} est surharmonique dans co, si 
-f est sousharmonique dans co. Donc, une fonction f:co -> R u {± est 
harmonique dans co, si et seulement si f est à la fois sousharmonique et 
surharmonique dans co.

Si /'est sousharmonique il résulte de (G) qu’on a pour tout C(a,q) Ç= co 
où q G ](),

sin

7

Si on supprime la condition (ii), on appelle f sousharmonique au sens 
large, et on montre — exactement comme chez Al. Brelot [6] p. 22 — qu’une 
fonction sousharmonique au sens large est ou bien localement coff-intégrable 
ou bien identique à - oo dans chaque composante connexe de co.

PROPOSITION 4.7. Soit co un ouvert de Qq, et soit f une fonction sous- 
harmonique dans co. Alors pour tout a G co on ci

= /(")■o^0smq q J
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Démonstration: Soient a G co, q g ](),-j%[. Nous savons que

COS O

tzyïu-w dt,

et par conséquent

donc

ni (g) cos g sin® 1o
||œ? -1|| " q - 1

m(o)

||tOg - 1||

(g - l)m(g) < 1
||coç -1 II sin3 ”1 g cosg

Soit k > f(a) è 0. Choisissons un ô < 1 tel que kô > f(a). Puisque f est se- 
micontinue supérieurement, il existe un e ]0, tel que C(a,go) co et 
/'(£) < kô pour tout ; e C(a,go)- Donc

pour tout g g oo, et par conséquent d’après (18)

(q — l)zn(o) Àd
—-----  . -, kô g â k,
11 <z>g-— 11 j sin® *0 cosg 

dès que q â go et cosg è ô. Puisque k > f(a) était arbitraire, la proposition 
est prouvée. Si /’(a) < 0 on procède pareillement. /

COROLLAIRE 4.8. Soient f et g deux fonctions sousharmoniques dans un 
ouvert (o de Qq. Si f et g sont égaux Wq-presque partout dans co, ils sont iden
tiques dans co.

Ce corollaire sera très important dans la suite.
Nous allons démontrer un théorème sur les fonctions sousharmoniques 

correspondant au théorème 4.6 (pour la notation cf. ce théorème).

THÉORÈME 4.9. Soit co un ouvert de Qq, et soit f G C\co). Les conditions 
suivantes sont équivalentes:

(i) La fonction f est sousharmonique dans co.

(ii) Pour tout a G co on a D^ffa) è 0.

(iii) La fonction fest sousharmonique au sens classique dans K(l).
Mat.Fys.Medd.Dan.Vid.Selsk. 37, no. 6. 4



50 Nr. 6

Démonstration: De (17) on voit que (ii) est équivalent à (iii), et c’est 
une conséquence immédiate du théorème 4.3 que (i) entraîne (ii). Il n’est 
pas si facile de démontrer que (ii) entraîne (i). L’assertion est un cas par
ticulier de la théorie générale, développée par R. M. Hervé [13], pour les 
solutions d’une équation 0/ + c/' è 0, où 0 est un opérateur différentiel du 
second ordre, de type elliptique, et où c est une constante. L’idée de la 
démonstration est d’utiliser le principe du maximum de E. Hopf, qui est 
valable quand c â 0. Dans le cas c > 0 (comme ici) il faut procéder autre
ment, soit par un lemme de D. Gilbarg et J. Serrin (cf. [13] § 34).

Cependant, dans notre cas simple, une démonstration élémentaire se 
fait. Nous aurons besoin du principe du maximum pour les fonctions posi
tivement homogènes et sousharmoniques dans RL

LEMME 4.10. Dans l’hyperplan ,vç = 1 de R7 on considère pour k > 0 
la boule . ,

Bk = L€R% = 1,2-^^ H, 
I / = i J

qui est la base du cône Ck = (âæ |z 1 0, x e Bk}. Soit F : Ck R une /'onction 
continue et positivement homogène. On suppose de plus F e C2(Ck) et AqF(x) è 0 
pour tout XE Ck- Si F â 0 sur la frontière du cône, alors F g () dans Ck.

Démonstration: Soit («i, • • •,««-!, 1) £ Dk- Nous posons

/■(ui, • • -,U9-1) = F(ui, • • ',Uq-i, 1),

alors /'est une fonction continue dans Bk, et fE C2(Bk)-
Il suffit de montrer f 0 dans Bk. Si x e Ck alors xq > 0, et grâce à 

l’homogénéité de F on a

(19)

Un calcul

A g b (.1’1 , • ’ ■ , .Tq)
X'

•rç-i
Xq

■rq-1

xÿ

facile montre
Q-1 .

5î = 1

)+2 ~ 9 f 
i,7=l 9
i * j

• ,q - \ , la formuleet si xq (20) se réduit à



Nr. 6 51

Nous sommes conduits à considérer l’opérateur différentiel L du second 
ordre dans Bk, donné par

9-1 
= 2 
ï, J = 1

d2
dm duj’

I 1 + U? si i = i. 
oii (iij =

I muj si i =^j.

L’opérateur L est de type elliptique, et nous savons que Lf 0 dans Bk- 
Le principe du maximum de E. Hopf (cf. [12] p. 86) valable pour entraîne 
l’impossibilité (l’un maximum sans constance au voisinage, et puisque 
/’ 0 sur la frontière de Bk, il en résulte (pie /’ g 0 dans Bk. /

Retournons à la démonstration du fait que (ii) entraîne (i) du théorème 4.9. 
Soient a G co, C(cz,@o) S «>• Nous allons démontrer que

cospo/Ca) J^(a).

Soit (p : C(a,Qo) -> R la fonction définie par

p f^#^(a) si £ + a, p = Arccos (a • £).y(f) - /■(Af)d/<(A) - /v .

0,L> 1 /(rt> Sl f ' "■
On voit que (p est continue dans C(a,Qo), de la classe C2 dans C'(cz,oo), et 
(pie D'q(p è 0 dans C(a,Qo) (cf. la proposition 4.5).

Soit ip : C(cz,oo) -> R définie par

= Ç5(ê)------^’(a).
cospo 1

Alors ip est continue dans C(a,^o) et ip g C2(C(cz,£o))- De plus on a ip = () 
sur la frontière de C(«,£o), et I)*xp = è 0 dans C(c/,oo), parce que a ■ Ç 
est harmonique dans C(a,Qo).

Soit ÿ) : KC(a „ > -> R la fonction définie dans le cône

^C(a,o0) = = 0,£ g C(a,po)}

par ÿ»(Â£) = x^(£). D’après (17) la fonction fp satisfait aux conditions du 
lemme 4.10 — ÿ est même nulle sur la frontière du cône — et on y conclut

<p(Ç) â —^^"(tt) pour tout £g C(ci,Qo'). 
COSQo f

Posant £ = a, on obtient l’inégalité désirée

cosQof(a) JtQf°(a). /
4*
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(Si on pose coso = a • f, on obtient

^(a) ^(a)
■ = 1 pour o E ](), go[,
coso cos go

i.e. l’application
-*?(<>)Q I—► 7

COS g

est croissante. Il n’est pas difficile d’étendre ce résultat à toute fonction 
sousharmonique.)

Remarque : Le théorème 4.9 reste valable pour toute fonction /': a> -> R U { — oo} 
semi-continue supérieurement et localement co?-intégrable, si on exprime 
la condition (ii) en disant que I)'Q f est une distribution positive.

Nous n’entrons pas dans la démonstration, parce que nous n’utiliserons 
pas cette extension du théorème 4.9 dans la suite.

§3. Potentiels sphériques

DEFINITION: Etant donnée une mesure positive p sur Qq, on appelle 
potentiel sphérique de p la /'onction = gq * p:Qq ->R U {- oo}. Pour tout 
£ g Qq on a

= h 1 nW
Q,

En vertu des propriétés de gq on a pour toute mesure positive p E ^//+(Qq):

(i) Le potentiel sphérique est semi-continu supérieurement. Dans deux 
dimensions (q = 2) il est meme continu.

(ii) Le potentiel sphérique S,ljl est indéfiniment dérivable dans le complémen
taire du support de p.

(iii) Le potentiel sphérique S/l est ojq-intégrable, i.e. S/l e SP1(Qq). (Cf. la 
proposition 2.8.)

Nous allons démontrer un théorème sur la continuité d’un potentiel 
sphérique. Il est analogue au théorème dû à G. C. Evans et F. Vasilesco (cf. 
[6] p. 49) valable pour les potentiels classiques. Notre outil sera le corol
laire 3.9, <pii nous permet de démontrer le lemme suivant.
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LEMME 4.11. Soient p une mesure positive sur i2q, x un compact de Qq 
contenant le support de p. Pour un Ç E Qq on choisit un p E x tel que

Arccos(<$-?/) = inf Arccos(£-er).
cf G xAlors

Demonstration: Soil o E x. Alors

Arccos(?7 • c) g Arccos(r/ • £) + Arccos(£ • er) g 2Arccos(£ • o).

Si Arccos(f • <r) 6 [0, alors l — • o G [0, 1| et

.s = p-o è cos(‘2Arccos(£• <r)) = 2t2 — 1.

Donc, d’après 3.9
(22)gq^-a) + Aq è Bqgq{p-cs).

Si Arccos(£• a) G ]Jtï,jt] alors t = £-og[—l,0[, done t = < tq (tq du
corollaire 3.9), et par conséquent (22) subsiste encore. Puisque (22) est 
valable pour tout a g x, on obtient

d’où

THEOREME 4.12. Soient p une mesure positive sur Qq, x = supp(/f) 
son support compact. Soit P: x -> R U {- oo} la restriction de S^ à x.

Si P est continue en un point êo e x, alors S^ est continue en £o-

Le théorème est sans intérêt pour q = 2, parce que tout potentiel sphé
rique sur Q2 est continu.

Démonstration: Soit q à 3, et soit P continue en E x. Implicitement 
P(êo) = S/Z(fo) est fini, c’est-à-dire gq(lpp ) est ^-intégrable. On en déduit
que

{êo} est p-négligeable,

car il existe une constante k telle que gq + k g 0 sur [-1,1], d’où

gq(JïQ ■ r/) + k g - nl/£\(r/) pour tout n G N, 
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parce que <7?(1) = —oo. Par conséquent on a

J •>/)<//<(^) + A'|l/dl = -n^({^o}) pour lout neN, 

ß,

ce qui entraîne //({£o}) = 0.
Soit 13 un disque sphérique ouvert quelconque de centre £o, alors on a

° et (23)
B B

quand le rayon sphérique de 13 tend vers zéro. 
Soient //b et /icb les mesures induites par ti sur 13 et sur C13 = 425\B.

Alors (23) s’exprime

S/Z"(êo) - 0 et Infill - 0, (24)

quand le rayon sphérique de 13 tend vers zéro.
Soit s > 0, et choisissons 13 suffisamment petit pour que

|S/z"(êo)l < e et < e. (25)

Le potentiel sphérique S1“'* est continu dans 13. Puisque

= Sll'! + ,

l’hypothèse entraîne la continuité en £o de la restriction de à x, donc 
il existe un oo G ]0,4^[ tel que

|S/7/,(f)| < 2e pour tout £eC(£o,£o) A (26)

A tord Ç e on choisit r] e k tel que

Arccos(£ • r/) = inf Arccos(£ ■ cr).
(J EE X

Alors £eC(£oJj?o) entraîne r/e C(£o > £>o), et par conséquent on trouve 
d’après 4.11

^"(f) 6 BsS“»(f/) - A, iL"Sll|i a - „ ‘4’ J. (27)

Puisque Sfl,‘ est semi-continue supérieurement en fo, il existe un qi 

tel que
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Sf,"(Ç) < S^fåf) + £ < 2e pour tout £gC(£o,{?i). (28)

En somme nous avons démontré:
Quel que soit e > 0, il existe un disque sphérique ouvert 13 de centre £o, 

et un Qo G ]0,4?r[ tels que Ç G C (£o,(?o) entraîne |.$“"(£)| <
Par suite pour £ g C(£o,Qo) on a

|^(£)-^(êo)| â |S^(£)-S^(£0)| + |N^(OI + |S^(£o)l < e, 
si

is/^(e)-s^(^o)i < h.

ce qui est remplit dans un voisinage de £o- La continuité de S** en £o est 
démontrée. /

COROLLAIRE 4.13. Soient a G Qq, q g ]0,4^l et ab la mesure de surface 
ordinaire sur le cercle sphérique S(a,q). Alors le potentiel sphérique S°e est 
continu sur Qq.

Démonstration : Nous supposons q è 3. La mesure ap est invariante par 
rapport au groupe ()(q,a) (cf. le lemme 4.1), ce qui montre la constance 
de S°e sur S(a,q). Cette constante est finie parce que

,7?(/)(l-/2)L?-4)

est intégrable sur [ -1,1] d’après 3.3. La restriction de Sae à S(a, q) est par 
conséquent continue en tout point de S(a,o), ce qui entraîne la continuité 
de Sao. I

Le noyau sphérique y i--*-gq(Ç • rf) est surharmonique dans l’ouvert 
{r/eß?|£- g > 0} et sousharmonique dans l’ouvert {r/eQq\^-g < 0} en 
vertu de 3.5 et de 4.9.

Le noyau classique ÿi-+ — ||.r - y||2-3 est sousharmonique dans tout 
l’espace R7.

A cause de cette différence un potentiel sphérique n’est pas nécessaire
ment sousharmonique, mais nous allons démontrer que cette défaut dis
paraît, si on considère seulement des mesures positives admettant 0 pour 
barycentre.

LEMME 4.14. Pour tout q g ]0,^%[ il existe une constante réelle ko telle 
que pour tout a,£ G Qq, on ait

(£•)(«)“ cos Q9q‘a) = ‘

Démonstration: (a) Soit q = 2. Ecrivons a = e x et £ = eicp où a,(p G [0, 2tt[. 
Alors a-Ç = cos (a - 99). Le membre gauche de l’inégalité cherchée est
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i^2(cos(a - ç? + p)) + i<72(cos(a - 9? - p)) cos o 72 (cos(a 99)),

et en utilisant la formule
1

72(cosÖ) = - ((tt — 0)sin 0 IcosØ)

on le réduit sans peine à
o sin p

- - cos (a - 9 ),
71

considérons

Elle ne dépend que de a-Ç. Puisqu’on a

. t

(i ■ £ et considérons la fonc

ée (pii démontre l’inégalité, étant une égalité avec

nous savons (pie fs est une fonction continue 
dérivable dans ] — 1, .s| et ]s, 1[, et là satisfaisant

(b) Soit 7 è 3. Pour des a e Qq et q e ]0, ’ -~r| fixes, nous 
la fonction de dans R donnée par

£ : ■ )(a)-

en vertu de 3.5.
Par conséquent, si nous posons .$• = cosp, / 

tion fs : |— 1, 1 I -> R donnée par 

dans I 1, 11, indéfiniment
à

on conclut (pie la fonction considérée est continue dans Qq, indéfiniment 
dérivable dans Qq\S(a, o), et là satisfaisant à

... , , sin2-9p C

S S

5 (a. {?)
— (jI\(JOQ _ i|| COS O

" a(^•’/)^ore('0) =
*

5(a,0)

/") = 7T“ = sin2 qoSao(^,

S(a, o)

p sin o
= -

7t
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,, i — <i((i — 1 )llw« - ills
(1 - Z2)/', (f) - O 1 )//,(/) +(9-I )/;</) = „ - '• (29)

D’après 3.7 on sait (pic - sgq(f) et sgq(t) sont des solutions de (29) dans 
]-l,l|, done Lous les solutions de (29) sont données d’une part comme

- s(/ç(t) + ci I + C2<M0- ci,c2eR, (30)

d’autre part comme

•s.7«(0 + / + d29??(/), (/i,(/2eR, (31)

où (fq est la solution du lemme 3.6. Par conséquent il existe des constantes 
ci, c2, di, dz, G R telles que

/s(/) = - sgq(t) + at + c2(pq(t) pour t g ]s, 1 [ , (32)

fs(t) = sgq(t) + (ht + d2(]Pq(t) pour /e|-l,s[. (33)

Faisant t -+■ 1 dans (32) et t — 1 dans (33), nous concluons c2 = dz = 0 
d’après les propriétés de fs, gq et ç?ç. Faisant t -> s, nous obtenons

donc
A (s) = -sgq(s) + Cl s = sgq(s) + (h s,

ci - di = gq(s) + f/ç(.s-) = ùç(.s-)

-1

avec la notation de 3.7, et il en résulte que

h(t) - sgq(t)
1 (ht + thq(s) - shq(t) pour .S 1,

- 1 g t g S,

j (34)
1 dit pour

oil
i

AO) 1 &>ç-2 i
(/1 = - gQ(s)S

■- W2 + (i
■s- K-i ?

S2)ô)(l 02)|(«-4) ({() <7« O)-

La formule (34) montre le lemme avec k0 = (h, s = coso et l = a-Ç, parce 
que (I s t entraîne thq(s) — shq(t) è 0 en vertu du lemme 3.7. /

THEOREME 4.15. Soit p une mesure positive sur Qq admettant 0 pour 
bargcentre. Alors on a:

(i) Le potentiel sphérique S/l de p est sousharmonique dans Qq, harmonique 
dans le complémentaire du support de p.

(ii) Au sens de distribution on a l)qSfl = p.
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Démonstration : (i) Pour établir la sousharmonicité de Sfl il reste à mon
trer la condition (iii) de la définition. Soient a E Qq, o E | 0, |;r[. Grâce au thé 
orème de Fubini on a

•^^(«) = ,,

Å
el par suite

- cosoS-"(n) = )(<') cos •«)}(?//(£)
!iw<7-i||,'

-Q.,

1 - \ (vÇ(l/i(Ç) = 0,
||co<z —1|| ?

D,

à cause du lemme 4.14. Nous avons déjà observé (pie

Sfi E C°°(ï2ç\supp (//.)),

et si £ G £?ff\supp(//) on trouve

\ •;/)}(//((/;) = , \ = 0,

supp (//) supp (/O

ce qui par 4.6 entraîne l’harmonicité de S^ dans le complémentaire du 
support de /i.

(ii) Soit /< ~ 2,n = o^n ‘e développement de p en série de fonctions sphé
riques. Le barycentre de // est 0 si et seulement si Si = 0. D’après 2.12, 2.14 
on sait que D'q Sfl = D'q(gq * fD) a le développement So + égal à celui
de fi, donc /< = D'q Slt. /

La proposition suivante est une généralisation du théorème 4.9.

PROPOSITION 4.16. Soit 71 E ^'(Î2q) une distribution sur Qq. Les con
ditions suivantes sont équivalentes:

(i) La distribution DqT est positive.

(ii) La distribution 7’ est une fonction sousharmo nique.

Démonstration: Nous montrons d’abord (pie (i) entraîne (ii). D’après 
2.3 on sait que Dq T est une mesure positive, posons p = l)'q T. Soit 7’~ = 0Sn
le développement de la distribution T en série de fonctions sphériques. 
Alors /( a le développement
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Dans ce développement le terme avec n = 1 est égal à 0, donc // admet 0 
pour barycentre. Par conséquent le potentiel sphérique S'* de // est sous- 
harmonique dans et comme Si est harmonique, Sfl + Si est de même 
sousharmonique dans Qq. Puisque S1" + Si a le même développement comme 
T, on sait que T est égal à la distribution définie par S^ + Si, i.e. T est une 
fonction sousharmonique dans Qq.

Ensuite, soit 7' une fonction sousharmonique dans Qq. Nous allons 
démontrer que 79*7’ è 0. Si T est de la classe C2, l’assertion est déjà prouvée 
(4.9). Dans le cas général nous nous servirons du procédé de la régularisa
tion du chapitre 2. Soit (ç’eXgjo, i[ une unité approchée de Qq, alors nous 
avons pour tout a e Qq, q e ]0,4n[

car, grâce au théorème de Fubini on a

(35)

ß, S (a, o)

et à l’aide du lemme 4.2 on conclut

La formule (35) entraîne la sousharmonicité dans Qq de la régularisée
(fe * T, parce que

IK-ill,’
.0,

Q;

> coso T(vf)dwq(?i) = COS Q(f)£ * 
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Comme (pE * T e C°°(ß?) nous savons que D„((pe*T) è 0, el en faisant 
E -+ 0, nous obtenons que D* T è 0. /

Voici le théorème analogue au théorème de représentation de F. Riesz 
dans la théorie du potentiel classique.

THEOREME 4.17. Quel que soit la /'onction sousharmonique f dans Qq, 
il existe une représentation de f et une seule comme

f(f) - S1'(S) • h(f), fefl,.

où Sfl est le potentiel sphérique d'une mesure positive y admettant 0 pour 
barycentre, et h est une fonction harmonique dans Qq.

La mesure y est appelée la mesure associée à f, et on a y = I)*f au sens 
de distribution.

La fonction h est appelée la fonction harmonique associée à f, et on a 
h(Ç) = où é?(f) est le point de R'z déterminé par l'intégrale vectorielle

&XD = V^Vlf^QdMqÇrQ.
Ira

D,

On en conclut que f est le potentiel sphérique d’une mesure positive admet
tant 0 pour barycentre si et seulement si &\f} = 0, et que f est harmonique 
si et seulement si la mesure associée est la mesure nulle.

Démonstration: Soit f= Sfl + h une représentation avec les propriétés 
désirées. D’après 4.6 et 4.15 on a donc

/>*/■ - - D*h - /,,

ce qui montre l’unicité de la représentation.
L’existence s’établit ainsi: D’après 4.16 on sait que y =- D*f est une 

mesure positive admettant 0 pour barycentre. Soit /‘~ 2n = (Â 1° dévelop
pement de /’ en série de fonctions sphériques. Alors on a

Ni(ê) = ^^~T.-\pi(q,^q)f(q)da)q(rf) = ^(f)-^,
IKll ?

-Qv
où nous avons posé

= h q Àbf(y)d(t)<i(di)-
IM| J

-Q.,
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La fonction Si(f) est harmonique, et on voit que / et + Si possèdent le 
même développement en série de fonctions sphériques. Donc f et Sfl + Si 
sont égaux co?-presque partout, et tous les deux sont des fonctions sous- 
harmoniques. En vertu du corollaire 4.8 on conclut que f est identique à 
S^ + Si. /

COROLLAIRE 4.18. Les applications f i—► I)qf et p -+Sfl établissent une 
correspondance biunivoque entre les fonctions sousharmo niques f satisfaisant à 
&\f) = 0, et les mesures positives p de barycentre à l'origine.

Chapitre 5

CORPS CONVEXES ET POTENTIELS SPHÉRIQUES

Nous allons expliquer la liaison entre la théorie du potentiel sphérique 
et la théorie des corps convexes.

THÉORÈME 5.1. La fonction d'appui hx d'un corps convexe quelconque 
K G est une fonction sousharmonique dans Qq.

La mesure associée à hx est égale à la première mesure de surface de K, i.e.

Dghx = pi(K) ou {A* + (q - l)}hK = (q ~ i)pi(K) (1)

au sens des distributions.
La fonction harmonique associée à hx est la fonction i--> • f où

^(A) = éT’Çhx) est le point de Steiner de K donné par

\ yhx(p)dcüq(r/). (2)
Kll

Q,

Nous avons la représentation suivante:

hK(^) = \gq(^-r])dpi(K)(ri) + ^(A)-f, pour £ g (3)
\\<Oq- 1|| p

Démonstration: Soient a G Qq, o G ]0, et soit

r]EQq-l_, OÙ Qq-l = {£ G | U’ % = ()}.

La convexité et l’homogénéité positive de hx montrent que

cosohx(a) â ^hx(acoSQ + r/sinq) + l,hx(acoso >/sino).
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Formant la moyenne en y sur Qq-i, on obtient

cosphK(a) g = -<^.(u),

donc, h K est sousharmonique dans Qq.
Si K G ^q est un corps convexe lisse, nous savons d’après (10) chapitre 

2 (pie la mesure associée à hx est égale à //i(A).
Soit K e tfq un corps convexe quelconque. Il existe une suite Kn e fâq 

de corps convexes lisses telle que Kn K dans tøq, donc hx„ Ak dans 
^(Qq). Il en découle que hx„ -> hx faiblement au sens des distributions 
(i.e. dans ^'(P9)), et par conséquent Dqhx„ -* D"qhx dans !&'(Qq). D’après 
1.2 on sait que //i(Ara) ->■ //i(A) dans <^(Qq), et en particulier /p(Aw) -> //i(A) 
dans ^'(Ï2ff). Puisque Dqhx„ = pi(Kn'), il en découle que Dqhx = /<1(A) au 
sens des distributions.

Le théorème de représentation 4.17 finit la démonstration. /

THÉORÈME 5.2. Deux corps convexes K,L g %q ont la meme première 
mesure de surface, si et seulement si l’un résulte de l’autre par une translation.

Ce théorème - d’ailleurs bien connu - est une conséquence immédiate 
du théorème 5.1 combiné avec les observations du chapitre 1. Le théorème 
remonte à E. B. Christolfel pour des corps convexes lisses dans l’espace de 
trois dimensions. De plus il est un cas particulier d’un théorème dû à 
A. D. Aleksandrov [2], et à W. Fenchel et B. Jessen |7|.

Remarquons que nous n’avons pas supposé la dimension de A et A au 
moins 2, comme fait dans [7|. Cependant, cette extension n’est pas profonde.

THÉORÈME 5.3. Pour qu’une mesure positive p sur la sphère unité Dq 
soit la première mesure de surface d’un corps convexe, il faut et il suffit qu’elle 
satisfasse aux conditions suivantes:

(i) La mesure p admet (1 pour barycentre.

(ii) Le potentiel sphérique de p est une fonction d’appui sur Qq.

Démonstration: Les conditions sont nécessaires; la condition (i) en vertu 
de 1.2 et la condition (ii) en vertu de 5.1.

Pour montrer qu’elles sont suffisantes, remarquons que Sfl, étant une 
fonction d’appui, détermine un corps convexe A et un seul tel que hx = S^. 
La première mesure de surface //i(A) de A est alors

//i(A) = Dqhx = DqS/l = p

en vertu de 5.1 et 4.15. /
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On voit facilement qu’il y a identité entre les fondions d’appui sur 
et les fonctions sousharmoniques dans 4L. La condition (ii) est par consé
quent vide quand q = 2.

D’après les théorèmes 5.2 et 5.3 l’application //i établit une correspon
dance biunivoque entre l’ensemble des corps convexes dont le point de 
Steiner est à l’origine et l’ensemble & des mesures positives sur Qq satis
faisant à (i) et (ii). Cette correspondance est additive et positivement homo
gène, et de plus on a:

THEOREME 5.4. L'application pi : K - & est un homéomorphisme, et 
& est un cône connexe fermé de

Démonstration: Puisque pi est continue et positivement homogène, il 
suffit de démontrer (pie l’ensemble

- {Æe«'s|||/«(Æ)|| - 1}
est compact.

On voit immédiatement que jaZ est fermé dans tøq.
Pour tout K e jaZ et tout point a e K, le segment [0,u] est contenu dans A’ 

parce que 0 = éT’(K') e K. Alors

IL«i([O, a])|| ||/zi(Æ)|! = 1
Comme 

on voit que j|a| et par conséquent jaZ est borné. Le théorème de sélection de 
Blaschke fournil la compacité de jsZ. /

Soient K e ^q un corps convexe, pp(IC), p = 1, • • •, q - 1, ses mesures de 
surface. Les mesures pi(K) et -i(A') sont caractérisées par leurs potentiels 
sphériques, étant resp. des fonctions d’appui et des fonctions sousharmo
niques. Nous croyons (pi’il serait fertile de chercher la caractérisation des 
mesures p (K), p = 2, , q 2, par leurs potentiels sphériques
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